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Résumé
En partitionnement de données, l’objectif consiste à regrouper des objets en fonction

de leur similarité. K-means est un des modèles les plus utilisés, chaque classe est
représentée par son centroïde. Les objets sont assignés à la classe la plus proche selon
une distance. Le choix de cette distance revêt une grande importance pour prendre en
compte la similarité entre les données. En optant pour la distance de Mahalanobis au
lieu de la distance euclidienne, le modèle est capable de détecter des classes de forme
ellipsoïdale et non plus seulement sphérique. L’utilisation de cette distance offre de
nombreuses opportunités, mais elle soulève également de nouveaux défis explorés dans
ma thèse.

L’objectif central concerne l’optimisation des modèles, en particulier FCM-GK (va-
riante floue de k-means) qui est un problème non convexe. L’idée est d’obtenir un
partitionnement de meilleure qualité, sans créer un nouveau modèle en appliquant des
méthodes d’optimisation plus robustes. À cet égard, nous proposons deux approches :
ADMM (Alternating Direction Method of Multipliers) et la méthode du gradient ac-
céléré de Nesterov. Les expériences numériques soulignent l’intérêt particulier de l’op-
timisation par ADMM, surtout lorsque le nombre d’attributs dans le jeu de données
est significativement plus élevé que le nombre de clusters.

L’incorporation de la distance de Mahalanobis dans le modèle requiert l’introduction
d’une mesure d’évaluation dédiée aux partitions basées sur cette distance. Une exten-
sion de la mesure d’évaluation de Xie et Beni est proposée. Cet index apparaît comme
un outil pour déterminer la distance optimale à utiliser.

Enfin, la gestion des sous-ensembles dans ECM (variante évidentielle) est traitée en
abordant la détermination optimale de la zone d’imprécision. Une nouvelle formulation
des centroides et des distances des sous-ensembles à partir des clusters est introduite.
Les analyses théoriques et les expérimentations numériques mettent en évidence la
pertinence de cette nouvelle formulation.

Mots clés : Classification automatique floue, classification automatique évidentielle,
distance de Mahalanobis, optimisation non convexe, mesure interne, zone d’impréci-
sion.

Vous avez la possibilité de consulter les codes de mes travaux sur ma page GitHub :
https://github.com/BenoitAlbertScientist.
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Abstract
In data partitioning, the goal is to group objects based on their similarity. K-means

is one of the most commonly used models, where each cluster is represented by its
centroid. Objects are assigned to the nearest cluster based on a distance metric. The
choice of this distance is crucial to account for the similarity between the data points.
Opting for the Mahalanobis distance instead of the Euclidean distance enables the
model to detect classes of ellipsoidal shape rather than just spherical ones. The use
of this distance metric presents numerous opportunities but also raises new challenges
explored in my thesis.

The central objective is the optimization of models, particularly FCM-GK (a fuzzy
variant of k-means), which is a non-convex problem. The idea is to achieve a higher-
quality partitioning without creating a new model by applying more robust optimiza-
tion methods. In this regard, we propose two approaches : ADMM (Alternating Direc-
tion Method of Multipliers) and Nesterov’s accelerated gradient method. Numerical
experiments highlight the particular effectiveness of ADMM optimization, especially
when the number of attributes in the dataset is significantly higher than the number
of clusters.

Incorporating the Mahalanobis distance into the model requires the introduction of
an evaluation measure dedicated to partitions based on this distance. An extension
of the Xie and Beni evaluation measure is proposed. This index serves as a tool to
determine the optimal distance to use.

Finally, the management of subsets in ECM (evidential variant) is addressed by deter-
mining the optimal uncertainty zone. A new formulation of centroids and distances for
subsets from clusters is introduced. Theoretical analyses and numerical experiments
underscore the relevance of this new formulation.

Keywords : Fuzzy clustering, evidential clustering, Mahalanobis distance, non-convex
optimization, internal measure, uncertainty zone.

You can review the code for my work on my GitHub page :
https://github.com/BenoitAlbertScientist.
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Depuis l’Antiquité, l’homme a toujours cherché à extraire des connaissances à partir
des données dont il disposait afin de mieux comprendre le monde qui l’entoure. L’explo-
ration de données est une branche de l’informatique qui regroupe les méthodes visant
à extraire de la connaissance à partir de grandes quantités de données [1]. Plus précisé-
ment, les méthodes de classification automatique, appelées clustering en anglais, visent
à regrouper des objets en fonction de leur similarité. Lorsque ces groupes sont formés
sans aucune connaissance préalable, on parle de classification non supervisée [2,3]. Les
applications de la classification non supervisée sont nombreuses et variées. Ghosal et
al. présente une liste non exhaustive des applications possibles [4]. Le non supervisé
est, entre autre, utilisé pour la détection de fraude. Dans le domaine de la santé, il
est employé pour l’analyse de données biologiques et pour l’imagerie médicale. Dans
le secteur financier, il sert à l’analyse des marchés et à la segmentation de la clientèle.
En urbanisme, il est utilisé pour la répartition et la disposition des services.

Selon leurs caractéristiques propres, les différents modèles de classification non su-
pervisée sont capables de détecter des structures cachées dans les données. Parmi les
plus utilisés, le modèle k-means se base sur la représentation de chaque classe par un
centroïde, un objet "type" et affecte chaque objet à la classe dont le centroïde est le
plus proche en utilisant une mesure de distance. Le choix de la distance est primordial
pour permettre à k-means de détecter des structures cachées spécifiques. La distance
euclidienne, usuellement employée, détecte des classes de forme sphérique exclusive-
ment.

Dans cette étude, nous nous sommes intéressés à l’utilisation d’une distance adapta-
tive à chaque classe qui forme des ellipses, en l’occurrence la distance de Mahalanobis.
De plus, nous avons considéré les variantes de k-means qui génèrent des partitions
floues afin de modéliser l’incertitude [5]. Dans ce contexte, les classes à forme ellip-
soïdale peuvent se chevaucher, ce qui rend leur détection complexe en l’absence de
métrique commune. L’application de cette distance en classification automatique sou-
lève donc de nouveaux défis.

Dans cette thèse, nous souhaitons aborder les trois points clés d’une méthode de
classification non supervisée : le modèle, son optimisation et sa validation par des
mesures d’évaluation. Valider un modèle suppose être capable de prendre en compte
sa spécificité. Le premier défi auquel nous sommes confrontés est le manque de mesures
de validité pour une distance adaptative telle que la distance de Mahalanobis. Nous
avons choisi d’adapter la mesure de Xie-Beni [6] .

Afin de tirer le meilleur bénéfice d’un modèle, il est essentiel de se focaliser sur la mini-
misation de son problème associé. L’idée est d’obtenir un partitionnement de meilleure
qualité sans créer un nouveau modèle en appliquant des méthodes d’optimisation plus
robustes. Cependant, le problème que nous étudions est non convexe, et la minimisa-
tion est rendue encore plus difficile avec les variables supplémentaires liées à la distance
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de Mahalanobis. Nous proposons deux alternatives à la méthode d’optimisation alter-
née actuellement utilisée : ADMM (Alternating Direction Method of Multipliers) [7,8]
et la méthode du gradient projeté accéléré (APG) de Nesterov [9,10]. ADMM est une
méthode de décomposition-coordination simple mais puissante. Elle décompose le pro-
blème en sous-problèmes, tout en coordonnant les solutions obtenues localement. APG
permet une relaxation d’une contrainte par la projection sur un ensemble associé.

En ce qui concerne la variante évidentielle de k-means, ECM [11], qui modélise l’im-
précision en plus de l’incertitude de l’affectation d’un objet à une classe, la définition
des sous-ensembles de ce modèle avec la distance de Mahalanobis ne peut pas être réa-
lisée avec les mêmes formulations que celles de la distance euclidienne. Nous proposons
une nouvelle approche pour y remédier.

Dans la première partie de cette thèse, nous introduisons dans le chapitre 2 les fonde-
ments théoriques de k-means et ses variantes, suivi dans le chapitre 3 des notions clés
d’optimisation et des méthodes employées dans cette étude. Dans la seconde partie,
nous présentons nos contributions : le chapitre 4 aborde notre nouvel indice d’évalua-
tion, XBMW, le chapitre 5 traite de l’optimisation du modèle flou de k-means avec les
méthodes d’optimisation ADMM et APG et le chapitre 6 présente la formulation que
nous proposons pour la variante évidentielle de k-means, ECM+.
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Chapitre 2

Classification non supervisée
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Le partitionnement de données consiste à partager les n objets d’un jeu de données
dans des groupes, classes ou sous-ensembles, dans le but de regrouper les objets simi-
laires et d’obtenir des groupes bien distincts les uns des autres [12]. Les modèles de
classification non supervisée doivent définir trois concepts : le regroupement, la simi-
larité (ou la dissemblance) et l’affectation des objets dans les groupes. Il existe plus
de 100 méthodes de classification non supervisée différentes qui peuvent être classées
en 4 grandes familles de modèles [4] : le regroupement hiérarchique [13,14], le regrou-
pement basé sur les partitions [15, 16], le regroupement basé sur la densité [17, 18] et
le regroupement basé sur un "modèle" [19].
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Pour la notion d’affectation, nous distinguons :
— Hard clustering (partitionnement dur) lorsque les objets appartiennent à un et un

seule groupe (ou aucun) avec certitude.
— Soft clustering (partitionnement souple) lorsqu’en l’absence de certitude d’appar-

tenance à un groupe, on propose un degré de croyance/certitude/appartenance à
un groupe.

Les données traitées par ces méthodes peuvent être de nature variée : booléenne,
catégorielle, numérique (continue ou non). La définition de la similarité ou de la dissi-
milarité dépend fortement de la nature des données et du modèle choisi.

Dans mon étude, je me suis intéressé aux méthodes basées sur les partitions appli-
quées à des données numériques et continues. Parmi les méthodes de regroupement
basé sur les partitions, k-means est l’une des plus célèbres formant une partition dure.
Chacun des k groupes est représenté par un centroïde (ou centre de gravité) qui cor-
respond à un objet type, et le concept de similarité est défini par la distance entre les
objets et les centroïdes. Grâce à sa faible complexité et sa simplicité, cette méthode est
très utilisée [20, 21]. Il existe de nombreuses applications dans des domaines divers :
environnemental pour l’analyse des risques [22,23], médical pour la détection des can-
cers [24], financier pour la détection de fraudes, la segmentation des clients [25, 26]...
L’algorithme k-means génère une partition dure, c’est-à-dire qu’il prend une décision
stricte quant à l’affectation d’un objet dans une unique classe.
Cependant, il existe de nombreuses situations où une décision stricte est inadéquate
car forcée. En effet, l’indécision dans l’affectation d’une classe pour un objet n’étant
pas permise, il peut arriver que k-means ait à prendre une décision alors que l’algo-
rithme manque d’informations pour réaliser ce choix. Le partitionnement souple quant
à lui permet de modéliser l’incertitude. Le cas échéant, c’est un expert qui prendra la
décision, la méthode de classification non supervisée est de ce point de vue un outil
d’aide à la décision [27] comme en analyse d’imagerie médicale [28].
La prise en compte de l’incertitude décisionnelle permet d’extraire davantage d’infor-
mations. L’analyse peut-être améliorée par l’application de distances adaptatives pour
chaque classe qui modélise leur variabilité.

Dans ce chapitre, nous introduisons dans un premier temps le modèle de k-means
(section 2.1). Du point de vue de la gestion de l’incertitude, nous présentons des
variantes de ce modèle et leur fondement théorique (sections 2.2 et 2.3). La dernière
section fait référence aux mesures permettant d’évaluer les partitions de ces modèles
(section 2.5).
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2.1. K-MEANS (HCM) 20

2.1 k-means (HCM)

2.1.1 Hard C-Means : classification non supervisée dure
Bien que popularisé sous le nom k-means, par soucis d’homogénéité avec les autres

modèles, nous utiliserons le nom de Hard C-Means (HCM) dans la suite de cette
thèse.
L’objectif de HCM est de regrouper en c classes, Ω = {ω1, ..., ωc}, les données X =
(x1 . . . xn) contenant n objets ayant nd attributs, xi ∈ Rnd , ∀i ∈ {1, n}. Le nombre de
classes est compris entre deux et le nombre d’objets, 2 ≤ c < n.

Dans ce modèle, le regroupement est défini comme une prise de décision correspondant
au fait d’associer à chaque objet xi, ∀i ∈ {1, n}, une unique classe ωj, ∀j ∈ {1, c}.

Définition 2.1.1: Partition dure

Soit la matrice booléenne H de dimension (n × c) définie :

∀i ∈ {1, n}, ∀j ∈ {1, c}, hij =
{

1 si xi ∈ ωj,
0 sinon.

hij est la valeur booléenne d’appartenance de l’objet xi dans la classe ωj.
H est une partition dure si elle respecte les deux contraintes :

c∑
j=1

hij = 1 ∀i ∈ {1, n}, (2.1)

n∑
i=1

hij > 0 ∀j ∈ {1, c}. (2.2)

Chaque objet appartient à une unique classe (2.1), et chaque classe possède au
moins un objet (2.2).
L’ensemble des partitions dures est noté :

Mhp =
H ∈ Rn×c|hij = {0, 1};

c∑
j=1

hij = 1 ∀i;
n∑

i=1
hij > 0 ∀j

 . (2.3)

Chaque classe est représentée par son centre de gravité, ce qui donne le nom au mo-
dèle : k-means [29]. Les centres de gravité sont notés V = {v1, . . . , vc}.
Pour H , les objets sont affectés à la classe dont le centre de gravité est le plus "proche"
selon une distance définie d.
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Exemple 2.1.1: Partitionnement dure

Dans le but d’illustrer la classification non supervisée dure, nous considérons
un exemple avec deux classes. La figure 2.1.1 met en avant la frontière nette
qui résulte de la décision booléenne. Les fonctions des degrés d’appartenance
correspondantes sont données dans les figures 2.1.2-2.1.3 .

Figure 2.1.1 – Exemple de deux classes.

Figure 2.1.2 – Fonction d’apparte-
nance de la classe 1.

Figure 2.1.3 – Fonction d’apparte-
nance de la classe 2.

La méthode HCM cherche (H , V) minimisant les distances intra-classes :

JHCM(H , V) =
n∑

i=1

c∑
j=1

hijd
2
ij, (2.4)

sous les contraintes (2.1)-(2.2). (2.5)
Avec les variables binaires,

hij =
{

1 si xi ∈ ωj,
0 sinon.
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2.1.2 Algorithme de Lloyd
L’heuristique couramment utilisée pour résoudre ce problème est l’algorithme de

Lloyd, retranscrit par l’algorithme 1. Cette méthode d’optimisation a été introduite
pour la première fois par Lloyd [30], dans le traitement du signal pour la modulation
par impulsions codées. Dans son travail, il a utilisé l’erreur des moindres carrés cor-
respondant à la distance euclidienne. L’algorithme est un processus itératif en deux
étapes : calculer le barycentre des objets dans la classe et mettre à jour la partition en
fonction de l’affectation de chaque objet dans la classe la plus proche.

Algorithme 1 HCM par l’algorithme de Lloyd.
Entrée : X les données, c le nombre de classes.
Sortie : Hk,Vk

1: err = 0, k = 0
2: H0 initialisation aléatoire.
3: tant que err > ε = 10−3 faire
4: k = k + 1
5: calcul Vk : vk

j =
∑n

i=1 hk−1
ij xi∑n

i=1 hk−1
ij

, ∀j ∈ {1, c}.

6: calcul Hk :
 hk

il = 1 avec l = argmin
j

(d2
ij),

hk
ij = 0 ∀j ∈ {1, c}, j ̸= l,

∀i ∈ {1, n}.

7: err =∥ Hk − Hk−1 ∥
8: fin tant que

Dans l’algorithme 1, l’initialisation est réalisée par une généralisation aléatoire de la
partition dure. Bien que cette pratique soit la plus courante, il est également possible
d’initialiser l’algorithme par les centroïdes, soit en prenant des valeurs aléatoires dans
l’espace défini Rnd , soit en tirant aléatoirement c objets de X.

La condition d’arrêt ∥ Hk −Hk−1 ∥ concrétise la stabilité de la partition, lorsqu’il n’y
a plus d’évolution à ε-près, l’algorithme s’arrête. La segmentation de l’espace forme
une partition de Voronoï [31] : l’espace est divisé en régions autour de chaque centroïde,
de sorte que tous les points à l’intérieur d’une région sont plus proches de ce centroïde
que de tous les autres.

L’algorithme HCM est de la classe des problèmes NP-difficile [32]. Nous sommes
seulement assurés d’une convergence vers un minimum local en raison de sa nature
heuristique gloutonne [20].

2.1.3 Illustration et limites de HCM
En vue d’illustrer les différents modèles de k-means et leur gestion de l’incertitude,

dans la suite de ce chapitre, nous étudions l’exemple suivant.

22
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Exemple 2.1.2: Ensemble symbole en 2 classes - partition dure

Soit l’ensemble X constitué des symboles {|, ∥, ≡, _, [, +, ⊥, /, o}, nous souhaitons
regrouper les objets de X en deux classes Ω = {ω1, ω2}, c = 2.
Considérons que la première classe ω1 contienne les barres verticales ”|” et la
deuxième ω2 les barres horizontales ” − ”.
En observant les objets {|, ∥, ≡, _}, il est évident d’affecter les deux premiers
symboles à la classe des barres verticales ω1 et pour les deux autres à la classe
des barres horizontales ω2. Le tableau 2.1 présente la partition résultante.

Objets ω1 ω2
| 1 0
∥ 1 0
≡ 0 1
_ 0 1

Tableau 2.1 – Partition dure à deux classes.

Pour les objets étant constitués des barres verticales et horizontales {[, +, ⊥}, la
prise de décision est difficile. Pour l’objet [, la barre verticale étant plus grande
que les barres horizontales, l’affectation dans la classe ω1 semble cohérente. En
revanche, l’affectation des objets {+, ⊥}, est arbitraire voir le tableau 2.2.

Objets ω1 ω2
[ 1 0
+ ? ?
⊥ ? ?

Tableau 2.2 – Problématique liée à la partition dure.

Cet exemple illustre le paradoxe entre la prise de décision, qui implique un choix,
et la modélisation de l’incertitude, qui nécessite de conserver le maximum d’informa-
tions. Face à la logique booléenne incapable de représenter l’incertitude, de nouveaux
concepts doivent être introduits.

2.2 Variantes floues

2.2.1 Ensemble flou
En 1965, dans l’intention de représenter l’incertitude, Zadeh [33] a développé la théorie

des ensembles flous servant de base à la logique floue. Elle étend la logique booléenne
classique : les valeurs de décision ne sont plus soit vraies (1), soit fausses (0) mais sont
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des variables comprises entre 0 et 1.

Définition 2.2.2: Fonctions d’appartenances

L’ensemble des décisions possibles E = {e1, . . . , ec} est appelé le cadre de dis-
cernements. En théorie classique des ensembles la fonction caractéristique
associée à A est IA (E → {0, 1}) modélise l’appartenance ou non d’un élément x
au sous-ensemble A de E,

IA(x) =
{

1 si x ∈ A,
0 sinon.

La fonction d’appartenance UA (E → [0, 1]) représente le degré de validité
que la proposition x appartient à A (x ∈ A), nous disons que UA(x) est le degré
d’appartenance de x à A. Cette fonction caractérise le sous-ensemble flou, ou
la partie floue A de E.

Définition 2.2.3: Notions d’une partie floue

Le noyau d’une partie floue A est l’ensemble des éléments qui appartiennent
totalement à A : n(A) = {x ∈ E|UA(x) = 1}.
Le support d’une partie floue A est l’ensemble des éléments ayant un degré
d’appartenance à A non nul : supp(A) = {x ∈ E|UA(x) > 0}.
Une coupe α d’une partie floue A est le sous-ensemble des éléments ayant un
degré d’appartenance supérieur ou égal à α : A≥α = {x ∈ E|UA(x) ≥ α}. La
coupe est dite stricte lorsque le degré d’appartenance est strictement supérieur
A>α. En particulier, nous avons A≥1 = n(A) et A>0 = supp(A).

Définition 2.2.4: Opérateurs

Soit deux parties floue A, B de E et x ∈ E.
L’opérateur complémentaire, correspondant à l’opérateur booléen "non", est
défini :

U¬A(x) = 1 − UA(x). (2.6)
L’opérateur d’intersection, correspondant à l’opérateur booléen "et", est défini :

UA∩B(x) = min(UA(x), UB(x)). (2.7)

L’opérateur d’union, correspondant à l’opérateur booléen "ou", est défini :

UA∪B(x) = max(UA(x), UB(x)). (2.8)
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2.2.2 Fuzzy C-Means (FCM)
Bezdek et Dunn [5,34] ont adapté la logique des ensembles flous à HCM pour modéli-

ser l’incertitude. Le cadre de discernements Ω = {ω1, ..., ωc} est l’ensemble des classes.
Les ensembles flous étudiés sont les c classes. La partition décrit la probabilité que
chaque objet, xi, ∀i ∈ {1, n}, appartient à la classe ωj, ∀j ∈ {1, c}. Ainsi, la partition
dure U est remplacée par une partition floue (probabiliste).

Définition 2.2.5: Partition floue

Soit la matrice réelle U de dimension (n × c) définie :

∀i ∈ {1, n}, ∀j ∈ {1, c}, 0 ≤ uij ≤ 1. (2.9)

uij est le degré d’appartenance de l’objet xi dans la classe ωj, noté Uωj
(xj) dans

la théorie des ensembles flous.
U est une partition floue si elle respecte les deux contraintes suivantes :

c∑
j=1

uij = 1 ∀i ∈ {1, n}, (2.10)

n∑
i=1

uij > 0 ∀j ∈ {1, c}. (2.11)

Pour chaque objet, la somme des degrés d’appartenance est égale à un, et chaque
classe possède au moins un objet.
L’ensemble des partitions floues est noté :

Mfp =
U ∈ Rn×c|uij ∈ [0, 1];

c∑
j=1

uij = 1 ∀i;
n∑

i=1
uij > 0 ∀j

 . (2.12)

Le modèle FCM applique la théorie des probabilités pour définir la partition floue. En
effet, la contrainte 2.2.2 traduit le fait que la fonction U.(xi) : Ω −→ [0, 1] est une
fonction de répartition. Cette fonction généralise la relation initialement proposée par
Zadeh [33], pour définir les degrés d’appartenance de tout point x de E à un ensemble
flou A et son complémentaire Ā tel que UA(x) + UĀ(x) = 1.
Enfin la deuxième contrainte assure que chaque classe est utile. Autrement dit, la
fonction d’appartenance de chaque classe ωj doit avoir un support non vide, U>0

j ̸= ∅.

Exemple 2.2.3: Partitionnement flou

Nous reprenons l’exemple 2.1.1 en appliquant une modélisation floue illustrée
par la figure 2.2.1. La frontière est devenue floue et les degrés d’appartenance
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des objets aux deux classes sont des fonctions continues différentiables que nous
observons sur les figures 2.2.2-2.2.3.

Figure 2.2.1 – Exemple de deux classes floues.

Figure 2.2.2 – Fonction d’apparte-
nance de la classe 1.

Figure 2.2.3 – Fonction d’apparte-
nance de la classe 2.

La méthode FCM cherche (U , V) en minimisant les distances intra-classes :

JF CM(U , V) =
n∑

i=1

c∑
j=1

um
ij d2

ij, (2.13)

sous les contraintes (2.9)-(2.11).

où m ≥ 1, appelé paramètre de fuzzification, est un hyperparamètre du modèle qui
contrôle la dureté de la partition. Une valeur plus élevée du paramètre permet une
plus grande incertitude et ainsi le chevauchement des classes est favorisé. Une valeur
plus faible conduit à une séparation plus stricte des classes, les attributions sont plus
déterministes jusqu’au moment où m = 1 qui réduit FCM à HCM. Généralement, m
est fixé à 2 [35].
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Par défaut d2
ik est la distance euclidienne. Nous évoquons un peu plus loin dans la

section 2.4.2 d’autres distances testées pour la plupart avec FCM.

Défuzzification
Pourquoi prendre une décision à partir d’un modèle probabiliste ?
La classification non supervisée floue, telle que FCM, fournit des degrés d’apparte-
nance, permettant ainsi de modéliser l’incertitude et l’ambiguïté dans les regroupe-
ments. Lorsque nous souhaitons prendre une décision, c’est-à-dire affecter un objet à
une classe, il est pertinent de le faire à partir d’un modèle probabiliste. En effet, notre
choix sera éclairé par la connaissance des probabilités associées à chaque décision.

Comment prendre une décision à partir d’un modèle probabiliste ?
Pour transformer une partition floue en une partition dure, il convient d’affecter l’objet
xi à la classe ωj dont la probabilité est maximale :

uij =
 1 si j = argmax

ℓ∈[1,c]
(Uωℓ

(xi)),

0 sinon.

Illustration et limites de FCM
Pour illustrer le modèle probabiliste, reprenons l’exemple 2.1.2 de l’ensemble des sym-
boles.

Exemple 2.2.4: Ensemble symbole en 2 classes - partition floue

Pour rappel, nous souhaitons regrouper X = {|, ∥, ≡, _, [, +, ⊥, /, o} en deux
classes Ω = {ω1, ω2}, les barres verticales et les barres horizontales.
Pour les objets {|, ∥, ≡, _}, la partition floue est identique à la partition dure voir
le tableau 2.1.
De surcroît, les objets {[, +, ⊥} sont problématiques à cause de leur caractérisa-
tion associable aux deux classes (incertitude). L’objet [ possède une barre ver-
ticale plus grande que les barres horizontales, le degré d’appartenance dans la
classe ω1 est ainsi plus important (0.7). Enfin, les objets {+, ⊥} n’ayant pas une
caractéristique prépondérante auront un degré d’appartenance équiprobable (1

c
).

Cependant, cette même valeur sera donné aux objets dont l’ignorance est totale
ici / . Les objets atypiques comme o ne sont pas modélisables.
Ainsi la partition floue pour l’ensemble X est décrite dans le tableau 2.3.
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Objets ω1 ω2
| 1 0
∥ 1 0
≡ 0 1
_ 0 1
[ 0.7 0.3
+ 0.5 0.5
⊥ 0.5 0.5
/ 0.5 0.5
o ? ? ? ?

Tableau 2.3 – Partition floue à deux classes.

Le modèle probabiliste est défini sur un univers fermé qui ne peut pas s’ouvrir : la
somme des degrés d’appartenance est égale à un . Il ne permet pas de prendre en
compte les objets atypiques. Il induit une ambiguïté, il n’y a pas de distinction entre
équiprobabilité et ignorance totale. Il ne peut pas définir l’imprécision.

2.2.3 Autres modèles flous
Possibilitic C-Means (PCM)

La théorie des possibilités a été introduite en 1978 par Zadeh [36], en liaison avec
sa théorie des sous-ensembles flous, pour modéliser l’incertitude sans utiliser les pro-
babilités (FCM). Dans Fuzzy Clustering : A Historical Perspective, Ruspini et al. [37]
mettent en lumière la vision de Zadeh pour définir l’incertitude et ses applications en
classification non supervisée.
Krishnapuram et Keller [38] sont les premiers à adapter cette théorie à HCM avec
leur modèle PCM. Ils suppriment la contrainte probabiliste 2.2.2 qui forçait les valeurs
aberrantes à appartenir à une ou plusieurs classes et dégradait leur qualité de parti-
tionnement, ∑c

j=1 uij = 1, ∀i ∈ {1, n}.
La partition floue U est remplacée par une partition possibiliste P .

Définition 2.2.6: Partition possibiliste

Soit la matrice réelle P de dimension (n × c) définie :

∀i ∈ {1, n}, ∀j ∈ {1, c}, 0 ≤ pij ≤ 1. (2.14)

pij est le degré de possibilité de l’objet xi dans la classe ωj noté Pωj
(xj) .

P est une partition possibiliste si elle respecte l’unique contrainte :
n∑

i=1
pij > 0 ∀j ∈ {1, c}. (2.15)
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L’ensemble des partitions possibilistes est noté :

Mpp =
{

P ∈ Rn×c|pij ∈ [0, 1];
n∑

i=1
pij > 0 ∀j

}
. (2.16)

La fonction objectif de PCM est

JP CM(P , V) =
n∑

i=1

c∑
j=1

pm
ij d2

ij +
c∑

j=1
ηj

n∑
i=1

(1 − pij)m, (2.17)

sous les contraintes (2.9) et (2.11), (2.18)

où η = (η1, . . . , ηc) sont des constantes définies par l’utilisateur. Si η = (0, . . . , 0)
alors les fonctions objectifs de PCM et FCM sont similaires. Les termes 1 − pij sont
les complémentaires de pij évitant la solution triviale pij = 0. Le choix des nouveaux
hyperparamètres η rend ce modèle difficile à paramétrer. De surcroît, malgré les sug-
gestions de Krishnapuram et Keller [39], le modèle ne contraint pas suffisamment les
degrés de possibilité. Lorsque η est grand, il est difficile de gérer le compromis entre
valeurs aberrantes et valeurs non aberrantes : les objets se comportent presque indé-
pendamment les uns des autres. Pal et al. ont proposé un modèle PFCM [40,41] pour
exploiter les avantages des modélisations possibiliste et probabiliste.

Illustration et limites de PCM
Reprenons l’exemple 2.1.2 et appliquons le au modèle possibiliste.

Exemple 2.2.5: Ensemble symbole en 2 classes - partition floue

Pour rappel, nous souhaitons regrouper X = {|, ∥, ≡, _, [, +, ⊥, /, o} en deux
classes Ω = {ω1, ω2}, les barres verticales et les barres horizontales.
Pour les objets {|, ∥, ≡, _}, la partition possibilistique est identique aux partitions
dure et floue référencée, voir les tableaux 2.1 et 2.3.
Désormais pour les objets {+, ⊥} équiprobables, nous pouvons traduire la possi-
bilité d’appartenir à la classe une et à la classe deux par des degrés de possibilité
égaux à 1. Et les objets atypiques, dont l’ignorance est totale {/, o} ont des degrés
de possibilité nuls.
Ainsi la partition possibiliste pour l’ensemble X est décrite dans le tableau 2.4.
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Objets ω1 ω2
| 1 0
∥ 1 0
≡ 0 1
_ 0 1
[ 1 0.3
+ 1 1
⊥ 1 1
/ 0 0
o 0 0

Tableau 2.4 – Partition possibilistique à deux classes.

Rough C-Means (RCM)

La théorie des ensembles approximatifs a été développée par Pawlak [42]. L’idée
centrale est de séparer les objets discernables des objets indiscernables et d’attribuer
à chaque objet un degré d’appartenance supérieur et inférieur pour chaque classe. Par
conséquence chaque classe est également caractérisée par une approximation inférieure
et supérieure. Cette théorie a d’abord été appliquée à HCM par Lingras et West [43],
Rough C-means (RCM). Puis Maji et Pal l’ont étendue à FCM donnant FRCM [44]. De
nombreux travaux ont été réalisés avec cette théorie, ses applications sont présentées
par Lingras et al. [45].
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2.3 Variante évidentielle
Les modèles de la section précédente ont été développés pour modéliser l’incertitude,

afin d’améliorer la prise de décision. Nous avons pu illustrer les limites de ces modèles
notamment dans l’analyse de l’imprécision.
Dans cette section, nous étudions un modèle qui décompose le traitement de l’infor-
mation et la prise de décision. L’objectif est de définir l’imprécision pour qu’un expert
apporte des connaissances supplémentaires.

2.3.1 Théorie des fonctions de croyance
La théorie des fonctions de croyance a été introduite par Shafer en 1976 [46] d’après

les travaux de Demspter [47]. Le modèle a évolué jusqu’au formalisme proposé par
Smets et Kennes [48] : le Modèle des Croyances Transférables. Il est construit sur
deux niveaux :
— le niveau évidentiel : niveau où l’on traite l’information, où l’on raisonne avec les

fonctions de croyance.
— le niveau pignistique : est le niveau de prise de décision. Le terme pignistique vient

du latin pignus = une mise (a bet).
Une information est transformée en croyance à son juste niveau, si l’information
concerne deux décisions possibles e1, e2 sans plus de précision sur l’une ou l’autre
alors l’information sera conservée pour le sous-ensemble e1 ∪ e2. Le transfert du ni-
veau évidentiel au niveau pignistique, nécessite une transformation des fonctions de
croyance en fonctions de probabilité.

Niveau évidentiel

En vue de décrire le niveau supérieur de la théorie des fonctions de croyance, nous
avons besoin de définir l’ensemble puissance et la fonction de masse de croyance.

Définition 2.3.7: Ensemble puissance

Soit E le cadre de discernement, l’ensemble contenant tous les sous-ensembles de
E, y compris l’ensemble vide ∅ et E lui-même, est appelé ensemble puissance
noté 2E.

Par exemple : Si E = {e1, e2} alors l’ensemble puissance est 2E = {∅, e1, e2, E}.
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Définition 2.3.8: Fonction de masse de croyance

La fonction de masse de croyance normalisée associée à une information est une
fonction de 2E −→ [0, 1] telle que

m(∅) = 0,∑
A∈2E m(A) = 1.

La théorie des fonctions croyance attribue une masse de croyance m(A) à chaque élé-
ment A de l’ensemble de puissance. Cette affectation placée dans A lui est propre,
c’est-à-dire on ne peut pas l’affecter à un de ses sous-ensembles.
La masse m(∅) est appelée masse conflictuelle. Dans la vision probabiliste de Demps-
ter, cette masse est nulle et la fonction de croyance est dite "normalisée".
En revanche, Smets reprend la notion de monde "ouvert" pour son modèle des croyances
transférables et s’affranchit de la contrainte de normalisation. Alors la quantité m(∅)
est interprétée comme la croyance que la décision n’est pas dans le cadre de discerne-
ment E.

Définition 2.3.9: Eléments focaux

Tous les sous-ensemble A portant une information, m(A) > 0, sont appelés élé-
ments focaux de m.

La fonction m est dite
— Bayésienne : si les éléments focaux sont des singletons. Dans ce cas, avant même

toute transformation, la fonction de croyance est une distribution de probabilité
bayésienne.

— Catégorique : si toute la croyance est attribuée à un seul sous-ensemble, c’est-à-
dire m(A) = 1, A ∈ 2E.

— Vide : si m(E) = 1 (cas catégorique particulier). Cela représente l’absence totale
d’information.

Nous parlons de connaissance totale lorsqu’un seul singleton de 2E possède toute la
croyance m(e) = 1. Dans ce cas m est bayésienne et catégorique.
A partir de la fonction de masse, nous pouvons définir les fonctions de crédibilité et
de plausibilité.
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Définition 2.3.10: Fonction de crédibilité

Soit m une fonction de croyance et soit A, B ∈ 2E, la fonction de crédibilité,
bel : 2E −→ [0, 1],

bel(A) =
∑

B⊂A,B ̸=∅
m(B) (2.19)

Dans le cadre du monde fermé, elle vérifie les propriétés suivantes,

Bel(∅) = 0,

Bel(E) = 1,

Bel(
k⋃

i=1
Ai) ≥

∑
I∈{1,...,k},I ̸=∅

(−1)|I|+1Bel(
⋂
i∈I

Ai), ∀k ∈ {2, 2E}.

Définition 2.3.11: Fonction de plausibilité

La fonction de plausibilité, pl : 2E −→ [0, 1],

Pl(A) =
∑

B∩A ̸=∅
m(B) = Bel(Ω) − Bel(Ā), (2.20)

Ā est le complémentaire de A.
Elle est la quantité de croyance qui ne contredit pas A et qui pourrait même lui
être allouée sous réserve d’informations supplémentaires.
Dans le cadre du monde fermé, elle vérifie les propriétés suivantes,

Pl(∅) = 0,

P l(E) = 1,

P l(
k⋂

i=1
Ai) ≥

∑
I∈{1,...,k},I ̸=∅

(−1)|I|+1Pl(
⋃
i∈I

Ai), ∀k ∈ {2, 2E}.

Ces deux fonctions définissant les limites supérieure et inférieure d’un intervalle
de probabilité dont le minimum est la crédibilité et le maximum la plausibilité :
Bel(A) ≤ P (A) ≤ Pl(A).
L’ignorance totale est représentée par une croyance vide, tel que m(E) = 1 puisque
∀A ̸= E, Bel(A) = 0 et Bel(E) = 1. En ce point, la théorie des fonctions de croyance
dissocie le cas de l’équiprobabilité et l’ignorance totale contrairement aux modèles
probabilistes.

La règle de combinaison de Dempster, appelée aussi la règle de combinaison ortho-
gonale est une méthode de fusion de sources d’information dans le cadre de la théorie
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des fonctions de croyance. Elle est utilisée pour combiner les fonctions de masse d’évi-
dence provenant de différentes sources d’information afin de parvenir à une fonction
de masse d’évidence globale.

Définition 2.3.12: Règle de combinaison

Soit deux fonctions de croyance distinctes m1, m2, la règle de combinaison ⊕ est
définie

m⊕(A) = 1
1 − K

∑
B∩C=A

m1(B)m2(C), ∀A ∈ 2E, (2.21)

où K = ∑
B∩C=∅ m1(B)m2(C) représente la masse conflictuelle. Cette masse cor-

respond au degré de contradiction entre les deux fonctions de croyance, les deux
sources d’information fusionnées. Lorsque les sources sont parfaitement en accord
alors K = 0. De plus, cette règle respecte l’associativité, la commutativité et son
élément neutre est la fonction de masse vide, m⊕(∅) = 0.

A partir de la règle de combinaison, on peut définir les combinaisons de deux fonc-
tions de croyance équivalentes aux opérateurs d’union et d’intersection.

Définition 2.3.13: Les combinaisons

La combinaison conjonctive entre m1 et m2 notée m∩ :

m∩(A) =
∑

B∩C=A

m1(B)m2(C), ∀A ∈ 2E.

On remarque que K = m∩(∅).
La combinaison disjonctive entre m1 et m2 notée m∪ :

m∪(A) =
∑

B∪C=A

m1(B)m2(C), ∀A ∈ 2E.

Niveau pignistique

Une fois le niveau évidentiel défini, nous pouvons prendre des décisions. Nous cher-
chons à atteindre le niveau pignistique. Nous passons de l’ensemble puissance au
cadre de discernement. L’idée est de faire un pari sur la décision en transférant les
croyances obtenues dans un modèle probabiliste, par le principe de raison insuffisante.
La croyance affectée aux sous-ensembles qui ne sont pas des singletons m(A) est du à
un manque d’information. Cette quantité est répartie équitablement vers la distribu-
tion de probabilité des singletons de A.
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Définition 2.3.14: Transformation pignistique

La transformation pignistique est une distribution de probabilité définie

BetP (ω) =
∑

A,ω∈A

m∗(A)
|A|

, ∀ω ∈ E, (2.22)

avec |A| la cardinalité du sous-ensemble A et m∗ la fonction de croyance norma-
lisée.

Dans le cas où m(∅) ̸= 0, il est nécessaire de transférer cette masse. Dempster propose
de ne pas en tenir compte en utilisant la normalisation suivante :

m∗(A) =
{

m(A)
1−m(∅) si A ̸= ∅,

0 sinon.
(2.23)

Yager propose de l’ajouter à m(E) donc indirectement de répartir la masse sur tous
les singletons [49] :

m∗(A) =


0 si A = ∅,
m(E) + m(∅) si A = E,
m(A) sinon.

(2.24)

2.3.2 Evidential C-Means (ECM)
Masson et Denœux ont étendu FCM en appliquant le modélisme évidentiel, Evidential

C-Means [11]. Le cadre de discernement est l’ensemble des classes Ω. Le regroupement
proposé par le modèle est une partition crédale M , mij représente la croyance allouée
à l’affectation de l’objet xi au sous-ensemble Aj ⊆ Ω, jème élément de l’ensemble puis-
sance 2Ω.

Définition 2.3.15: Partition crédale

Soit la matrice réelle M de dimension (n × 2c) définie :

∀i ∈ {1, n}, ∀j ∈ {1, 2c}, 0 ≤ mij ≤ 1. (2.25)

M est une partition crédale si elle respecte les contraintes :
n∑

i=1
miℓ > 0 ∀ωℓ ∈ Ω, (2.26)

2c∑
j=1

mij = 1 ∀i ∈ {1, n}. (2.27)

35



2.3. VARIANTE ÉVIDENTIELLE 36

L’ensemble des partitions crédales est noté :

Mcp =
M ∈ Rn×2c|mij ∈ [0, 1];

2c∑
j=1

mij = 1 ∀i;
n∑

i=1
mij > 0 ∀j

 . (2.28)

La partition crédale généralise les partitions [11] dure H , floue U , possibiliste P .

Exemple 2.3.6: Partitionnement crédal

La figure 2.3.1 représente le partitionnement crédal obtenu sur l’exemple visuel
testé préalablement dans l’exemple 2.1.1 pour HCM et dans l’exemple 2.2.3 pour
FCM. Outre l’apparition d’un nouveau centroïde caractérisant le sous-ensemble,
union des deux classes, nous retrouvons des frontières floues. Les fonctions de
croyance associées aux trois sous-ensembles non vides de l’ensemble puissance
sont représentées par les figures 2.3.2-2.3.3 et 2.3.4.

Figure 2.3.1 – Exemple de deux classes avec un sous-ensemble.
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Figure 2.3.2 – Fonction de croyance
de la classe 1.

Figure 2.3.3 – Fonction de croyance
de la classe 2.

Figure 2.3.4 – Fonction de croyance
du sous-ensemble 12.

D’après le modèle original [11], les centroïdes des sous-ensembles sont définis de ma-
nière automatique comme le barycentre des centroïdes des classes le constituant,

vj = vj ≜
1

|Aj|
∑

ωℓ∈Aj

vℓ = 1
|Aj|

c∑
ℓ=1

sℓjvℓ, ∀j ∈ [1, 2c] (2.29)

où sℓj = 1 si ωℓ ∈ Aj sinon sℓj = 0.
La méthode ECM cherche (M , V) minimisant les distances intra-classes :

JECM(M , V) =
n∑

i=1

∑
Aj⊆Ω,Aj ̸=∅

|Aj|αmβ
ijd

2
ij +

n∑
i=1

δ2mβ
i∅, (2.30)

sous les contraintes 2.26-2.27.

où |Aj|α est la cardinalité du sous-ensemble Aj à la puissance α, ce terme régule l’im-
portance des sous-ensembles.
Plus α > 1 est grand et plus les ensembles à forte cardinalité seront pénalisés. Dans ce
sens, nous pouvons nous rapprocher de FCM. L’exposant β > 1 correspond au para-
mètre de fuzzification de FCM, il contrôle la dureté de la partition, usuellement fixé à
2. dij est la distance entre l’objet xi et le sous-ensemble Aj. A l’origine, la distance est
euclidienne dans ECM [11], mais nous pouvons employer la distance de Mahalanoibis
comme dans CECM [50].
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ECM, utilise le formalisme proposé par Dave [51] pour les valeurs aberrantes. L’en-
semble vide ∅ est utilisé pour contenir ces objets atypiques, renommé parfois classe de
bruit. Le paramètre δ représente la distance constante entre chaque objet et l’ensemble
vide.
Illustration et limites de ECM
Pour illustrer le modèle évidentiel, reprenons l’exemple 2.1.2 de l’ensemble des sym-
boles.

Exemple 2.3.7: Ensemble symbole en 2 classes - partition crédale

Pour rappel, nous souhaitons regrouper X = {|, ∥, ≡, _, [, +, ⊥, /, o} en deux
classes Ω = {ω1, ω2}, les barres verticales et les barres horizontales.
Dans un raisonnement évidentiel, on ne s’intéresse pas seulement au cadre de
discernement Ω, mais à l’ensemble puissance 2Ω = {∅, ω1, ω2, Ω}. Pour les objets
{|, ∥, ≡, _}, la partition crédale est identique aux autres partitions puisque les
objets appartiennent à une unique classe, voir le tableau 2.1.
Les objets {+, ⊥} équiprobables, sont des barres. Sans plus d’informations, nous
ne pouvons pas dissocier à quelle classe ils appartiennent. Cette information se
traduit par une croyance de 1 allouée à Ω. En revanche pour [, nous possédons
l’information que la longueur de la barre verticale est plus longue que les barres ho-
rizontales, nous pouvons grâce à cette information accréditer une petite croyance
pour son appartenance à ω1.
Les objets atypiques {/, o}, dont l’ignorance est totale, sont affectés à l’ensemble
vide. L’avantage du modèle évidentiel est le traitement de l’information à plu-
sieurs niveaux de distinction. Par exemple pour / bien que ce soit ni une barre
verticale, ni une barre horizontale, le fait qu’elle soit une barre peut être traduit
par une petite croyance allouée à l’ensemble Ω.
Ainsi la partition crédale pour l’ensemble X est décrite dans le tableau 2.5.

Objets ∅ ω1 ω2 Ω
| 0 1 0 0
∥ 0 1 0 0
≡ 0 0 1 0
_ 0 0 1 0
[ 0 0.3 0 0.7
+ 0 0 0 1
⊥ 0 0 0 1
/ 0.8 0 0 0.2
o 1 0 0 0

Tableau 2.5 – Partition crédale à deux classes.
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2.4 Extensions de HCM et ses variantes

2.4.1 Enjeux et paramètres
HCM et ses variantes nécessitent un paramétrage spécifié par l’utilisateur pour le

nombre de classes c, l’initialisation des classes et le choix de la distance. En classi-
fication non supervisée, nous ne disposons pas souvent de connaissance au préalable
pour définir le paramétrage. Or un bon paramétrage est primordial pour avoir un bon
partitionnement [20]. De surcroît, l’exécution de ces algorithmes est coûteuse en temps
et en mémoire. Il est important de mettre en place des techniques sophistiquées plutôt
que d’utiliser des processus en force brute pour déterminer le bon paramétrage.

Si certaines applications présupposent le nombre de classes, il y en a d’autres où le
nombre de classes attendu n’est pas déterminé. Une question fondamentale se pose sur
la valeur de l’hyperparamètre de ces modèles.

Quel est le nombre de classes c ?

Le processus standard, en force brute, pour déterminer ce nombre est d’exécuter HCM
pour différentes valeurs c, puis une analyse d’après un critère choisi est réalisée. Le
nombre de classes sélectionné est celui qui minimise le critère, ou celui obtenu par la
méthode du coude. Cette dernière méthode est très répandue mais n’est pas très fiable
d’après le récent travail de Schubert [52].
X-Means [53] vise à automatiser la détermination du nombre optimal de classes. L’al-
gorithme explore différentes valeurs de c en subdivisant les classes et en conservant les
meilleures divisions résultantes, jusqu’à ce qu’un critère tel que le critère d’information
d’Akaike ou le critère d’information bayésien soit satisfait.
Cette méthode est plus rapide et efficace que le processus en force brute.

Comment initialiser l’algorithme ?

HCM est une heuristique qui converge vers un minimum local, ce qui signifie que
différentes initialisations peuvent conduire à différentes partitions. Par conséquent,
il est judicieux de procéder à plusieurs initialisations aléatoires et de conserver la
partition qui minimise le mieux la fonction objectif. Des méthodes visant à améliorer
le processus initial ont été suggérées, notamment les travaux de Fränti et al. [54].

2.4.2 Distances
La distance dans le modèle basé sur les centroïdes définit le concept de similarité.

Son choix est donc essentiel, elle permet de donner plus ou moins d’importance aux
attributs. La distance est dite "adaptative" si elle est spécifique à chaque classe.
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Définition 2.4.16: Distance

Soit un ensemble E ⊆ Rn, la distance d est une fonction de E × E −→ R+ (réel
positif ou nul) vérifiant,
— la symétrie : d(x, y) = d(y, x), ∀x, y ∈ E.
— la séparation : d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y, ∀x, y ∈ E.
— l’inégalité triangulaire : d(x, z) ≥ d(x, y) + d(y, z), ∀x, y, z ∈ E.

(E, d) est un espace métrique.

2.4.2.1 Distances de l’espace vectoriel Rn

La distance utilisée intialement dans HCM est la distance euclidienne, induite par la
norme 2 de Rnd . Dans ce cas, chaque attribut a la même importance et la forme des
classes détectée par le modèle est sphérique.

d2
ij =∥ xi − vj ∥2

2=
nd∑
l=1

(xi)l − (vj)l = (xi − vj)⊤(xi − vj).

Les distances induites par les autres normes (1, p, ∞) ont été testées : distance de
Manhattan [55], Minkowski [56,57], Chebyshev [58].

2.4.2.2 Distances adaptives

En supposant que chaque classe a des propriétés différentes, nous souhaitons utiliser
des métriques différentes adaptées à chaque classe. Nous obtiendrons aussi des classes
plus compactes.

La distance de Mahalanobis [59,60] évalue la similarité entre un objet et un centroïde
en tenant compte de la corrélation des objets appartenant à cette classe selon leurs
attributs. Elle accorde plus d’importance aux attributs prédominants et moins d’im-
portance aux attributs les plus dispersés. Soit l’objet xi et la classe j représentée par
son centroïde vj et sa matrice de variance-covariance Σj, la distance de Mahalanobis
est définie :

d2
ij = (xi − vj)⊤Σ−1

j (xi − vj).

Dans leur travail [61], Gustasfon et Kessel retrouvent cette distance en proposant
d’appliquer la métrique suivante :

d2
ij = (xi − vj)T Sj(xi − vj),

avec Sj une matrice strictement définie positive. Le modèle FCM-GK cherche U , V , S
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minimisant les distances intra-classes :

JGK(U , V , S) =
n∑

i=1

c∑
j=1

um
ij d2

ij, (2.31)

sous les contraintes (2.9)-(2.11) et
det(Sj) = ρj, ∀j ∈ {1, c}. (2.32)

D’après l’optimisation détaillée dans la section 3.2.2.1, ils obtiennent que la matrice
Sj = Σ−1

k ≻ 0 correspond à l’inverse de la matrice de variance-covariance floue associée
à la classe j :

Σj =
∑n

i=1 u2
ij(xi − vj)(xi − vj)⊤∑n

i=1 u2
ij

. (2.33)

Ainsi, nous retrouvons la distance de Mahalanobis. Elle permet la détection de classe à
forme ellipsoïdale et non plus seulement sphérique comme le démontre la figure 2.4.1.

Dans l’intention d’éviter, la solution triviale Sj = 0, il est nécessaire de rajouter la
contrainte (2.32) sur cette matrice. Gustasfon et Kessel fixent le volume des matrices
par défaut à 1, ρj = 1. Dans d’autres travaux, Liu et al. [62] ajoutent à la fonction
objectif −log(det(Σ−1

j )) pour enlever cette contrainte. Enfin Rammal et al. [63] pon-
dèrent la matrice de covariance.

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

Euclidien

Mahalanobis

Manhattan

Figure 2.4.1 – Une classe à forme sphérique et une classe à forme ellipsoïdale et la
forme de distance unitaire pour les 3 distances (euclidienne, Mahalanobis et Manhat-
tan).
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Une autre distance adaptative introduite par Gath et Geva [64] est la distance expo-
nentielle basée sur l’estimation du maximum de vraisemblance :

d2
ij = n ∗ det(Σj)

1
2∑n

i=1 uij

exp((xi − vj)⊤Σ−1
j (xi − vj)/2).

Cette distance suppose une distribution gaussienne ce qui n’est pas forcément vrai.
Aussi les performances de cette distance sont mitigées [63].

Il existe d’autres travaux sur de nouvelles métriques [65,66] qui montrent l’importance
du concept de similarité. De plus, Kumar et al. [65] ont consacré une étude sur le
développement de distance tolérante au bruit et aux valeurs aberrantes.

Dans le tableau 2.6, nous récapitulons les principales distances déjà testées dans la
littérature. Les citations renvoient soit aux méthodes d’origine, soit à des études com-
paratives. HCM est généralement appliqué avec la distance euclidienne [20]. En l’état
de nos connaissances pour FCM, la distance euclidienne et la distance de Mahalano-
bis sont les plus utilisées. De plus, il est envisageable que la détection des classes à
forme d’ellipse avec chevauchement offre une plus grande possibilité de partitionne-
ment. Ainsi, dans certains domaines comme en analyse d’imagerie médicale, la distance
de Mahalanobis semble plus précise et moins sensible au bruit [67, 68].

distance HCM FCM ECM
Euclidienne [30] [5] [11]
Mahalanobis [69] [57,61] [50]
Manhattan [55]
Minkowski [56] [57]
Chebyshev [58]
Exponentielle [64]

Tableau 2.6 – Différentes distances employées par HCM, FCM et ECM.

2.4.3 Kernel K-Means
Toutes les extensions précédentes permettent d’obtenir différentes formes de classes

mais toutes sont des applications linaires. Grâce à l’astuce du noyau, kernel trick, il
est possible à un classifieur linéaire de détecter des classes à forme non linéaire. Cette
astuce a été appliquée à différentes méthodes d’apprentissage [70]. Scholkopf et al.
ont proposé une extension de HCM, Kernel K-Means [71]. La méthode projette les
données dans une autre dimension grâce à une fonction noyau kernel pour rendre les
données séparables linéairement. Le choix de la nature du noyau, gaussien, polynomial,
ou autre doit être défini par l’utilisateur. Cependant, le noyau le plus approprié pour
un jeu de données quelconque n’est pas connu à l’avance et la performance de la mé-
thode dépend largement de ce choix. Pour atténuer cette dépendance, l’apprentissage
à noyaux multiples combinant plusieurs noyaux a été proposé pour HCM [72].
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2.5 Mesures d’évaluation
Une mesure d’évaluation quantifie la performance d’un modèle prédictif.

Pour valider un modèle, il est essentiel d’examiner les résultats obtenus. En premier
lieu, il est crucial de vérifier que la fonction a été correctement minimisée. Cependant,
nous ne pouvons pas nous en contenter car cette analyse se limite à un seul critère.
Dans le cas de HCM et ses variantes, le critère utilisé est lié à la notion de compacité,
puisque la fonction est la somme des distances intra-classes.
La classification non supervisée est un problème mal posé. Il n’existe pas un unique
regroupement possible, la définition mathématique de la compacité et la séparabilité
n’est pas unique, ainsi il n’existe pas de solution unique.

Ainsi, il est nécessaire d’utiliser plusieurs critères, des mesures de validation pour
évaluer la qualité des résultats. En classification non supervisée, nous cherchons à
évaluer la qualité de la partition soit en la comparant à une autre partition (évaluation
externe), soit en analysant ses variables (évaluation interne), en vérifiant l’homogénéité
des classes et/ou leur séparation adéquate les unes des autres.

2.5.1 Mesures d’évaluation externe
L’objectif de l’évaluation externe est de déterminer l’adéquation des résultats obtenus

d’une méthode par rapport aux données réelles. Cette évaluation est surtout utilisée
en classification supervisée. La classification obtenue par le modèle est comparée avec
les données étiquetées. Les informations externes sont indépendant du modèle de clas-
sification choisi, c’est une évaluation extérieure soumise à aucun biais. Les mesures
externes s’appuient sur la matrice de confusion, le tableau 2.7 présente la matrice
pour une classification binaire, deux classes. Chaque ligne de la matrice représente les
instances d’une classe réelle tandis que chaque colonne représente les instances d’une
classe estimée (prédite), ou vice versa.

Classe estimée
Positif Négatif

Classe réelle Positif Vrai positif (VP) Faux négatif (FN)
Négatif Faux positif (FP) Vrai négatif (VN)

Tableau 2.7 – Matrice de confusion.

2.5.1.1 Évaluation externe pour une partition dure

En apprentissage non supervisé, les classes sont non nominatives. Les étiquettes as-
sociées aux classes sont des nombres arbitraires. Pour deux partitions différentes, la
même classe peut être associée à deux nombres différents. La comparaison de deux par-
titions demande donc de mettre en correspondance ces nombres. Ce processus pouvant
être complexe, les mesures d’évaluation interne s’intéressent aux paires d’objets. Les
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mesures d’évaluation interne s’intéressent aux paires d’objets. Soient deux partitions,
la partition de référence πr et la partition du modèle πm. La matrice de confusion
s’appelle désormais la matrice appariement (matching matrix) :
— Vrai positif : la paire d’objets similaires (c’est-à-dire ayant la même classe dans la

partition de référence : πr) est dans la même classe (de la partition prédite : πm).
— Vrai négatif : la paire d’objets dissimilaires (dans πr) n’est pas la même classe

(dans πm).
— Faux positif : la paire d’objets dissimilaires (dans πr) est dans la même classe

(dans πm).
— Faux négatif : la paire d’objets similaires (dans πr) est dans des classes différentes

(dans πm).
On note a et b le nombre de vraies décisions positives et négatives, c et d le nombre
de fausses décisions positives et négatives. Un jeu de n objets aura alors 2 parmi n

:
(

n
2

)
paires d’objets différents.

Il existe de nombreuses mesures statistiques combinant a, b, c et d. Parmi elles, deux
mesures populaires en classification peuvent être utilisées en classification non super-
visée :
— La précision (P ) mesure la précision des résultats, le ratio entre le nombre de

décisions vraies correctement estimées et le nombre de toutes les décisions estimées
vraies :

P (πr, πm) = a

a + c
. (2.34)

— Le rappel (R) est le ratio entre le nombre de décisions vraies correctement estimées
et le nombre de toutes les décisions vraies attendues :

R(πr, πm) = a

a + d
. (2.35)

Nous souhaitons que la partition apparie tous les objets similaires (R = 1), sans faire
aucune erreur d’association (P = 1).
Chaque mesure permet d’évaluer un aspect différent. En classification non supervi-
sée, l’objectif est de vérifier l’exactitude de la méthode, c’est-à-dire la proximité des
résultats par rapport aux valeurs réelles, on parle aussi de taux d’accord. Ainsi la
mesure principalement utilisée en classification non supervisée est l’indice introduit
par Rand [73], aussi appelé Simple matching coefficient, qui correspond à la mesure de
l’exactitude (accurency) en classification supervisée.

RI(πr, πm) = a + b

a + b + c + d
= a + c(

n
2

) . (2.36)

L’indice de Rand RI comme P et R est compris entre 0 et 1, la valeur 1 (respectivement
0) correspond au fait que les partitions sont complètement identiques (respectivement
totalement différentes). Cependant une certaine concordance entre deux partitions
peut se produire par hasard, Arabie et Hubert [74] ont ajusté l’indice pour tenir compte
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de cette éventualité, ARI Ajusted Rand Index. Cette mesure, recentrée entre -1 et 1,
ou 0, correspond au cas de concordance aléatoire. Le centrage est réalisé par la formule
suivante

Indice ajusté = Indice − Indice supposé
Indice maximal − Indice supposé,

où Index Supposé correspond à la valeur de l’indice obtenu dans le cas de concordance
aléatoire. La valeur proposée par Arabie et Hubert [74] a été reformulée par Hoffman
et al. [75] :

E(RI) = (a + d)(a + c) + (c + b)(b + d)
(a + b + c + d)2 .

D’où,

ARI(πr, πm) = RI − E(RI)
1 − E(RI) = 2(ab − cd)

(a + d)(d + b) + (a + c)(c + b) . (2.37)

2.5.1.2 Évaluation externe pour une partition floue ou crédale

Campello a généralisé l’indice de Rand aux partitions floues, Fuzzy Rand Index
(FRI) [76]. Plus récemment, Denœux et al. [77], ont étendu RI aux partitions crédales :
Credal Rand Index (CRI). L’indice mesure la ressemblance entre deux partitions à
l’aide de la distance de Jousselme calculée pour les n(n−1)

2 paires d’objets. Considé-
rons la paire d’objets i, l, ainsi que leurs fonctions de croyance mi. et ml. issues du
partitionnement crédal. Notre objectif est de déterminer si cette paire d’objets appar-
tient à la même classe, ce qui est représenté par l’événement s, ou s’ils appartiennent
à deux classes différentes, représenté par l’événement ¬s. Pour cela, nous définissons
l’ensemble de discernement Θ = {s, ¬s}. Par la règle de combinaison de Dempster sur
mi. et ml., on peut définir la fonction de croyance de Θ, M̃il :

m̃il(∅) = mi∅ + ml∅ − mi∅ml∅,

m̃il({s}) =
c∑

k=1
miωk

mlωk
,

m̃il({¬s}) =
∑

A∩B=∅
miAmlB − m̃il(∅),

m̃il(Θ) =
∑

A∩B ̸=∅
miAmlB − m̃il({s}).

Soit la représentation relationnelle associée est le vecteur

mil = (mil(∅), mil({s}), mil({¬s}), mil(Θ)).

La distance de Jousselme δil de la paire d’objet {i, l} entre la partition πm (mm
il ) et la

partition πr (mr
il) est,

δil =
√

1
2(mr

il − mm
il )⊤J(mr

il − mm
il ), (2.38)
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avec la matrice

J =


1 0 0 0
0 1 0 1

2
0 0 1 1

2
0 1

2
1
2 1

 .

Ainsi l’indice entre les deux partitions crédales est

CRI(πr, πm) = 1 − 2
∑

1≤i<l≤n δ2
il

n(n − 1) . (2.39)

Nous pouvons utiliser cet indice avec des partitions dures et floues. Si la partition est
dure, la fonction de croyance M̃il est définie

m̃il({s}) =
{

1 si ils sont dans la même classe,
0 sinon,

m̃il({¬s}) = 1 − m̃il({s}),
m̃il(∅) = m̃il(Θ) = 0.

Si la partition U est floue , la fonction de croyance M̃il est définie

m̃il({s}) =
c∑

j=1
uijulj,

m̃il({¬s}) = 1 − m̃il({s}),
m̃il(∅) = m̃il(Θ) = 0.

Avec un formalisme un peu plus simple, Zhou et al. ont proposé l’extension de la
précision (P), rappel (R) et le Rand Index (RI) au partitionnement évidentiel : EP, ER
et ERI [78]. L’approche consiste à examiner les correspondances entre chaque élément
de l’ensemble de puissance, plutôt que de se limiter à chaque classe individuellement.
Pour la comparaison de deux partitions probabilistes, Quéré donne plus de détails dans
sa thèse notamment pages 26-27 [79].

2.5.2 Mesures d’évaluation interne
L’évaluation interne utilise les variables du modèle définissant le regroupement. Elle

consiste à calculer un indice mesurant l’adéquation du regroupement aux données et
non à des étiquettes (mesure externe). Nous souhaitons avoir un bon partitionnement,
c’est-à-dire des classes homogènes et bien séparées les unes des autres. Cela fait réfé-
rence à deux notions : la compacité et la séparabilité.

La compacité évalue la proximité des objets au sein d’une même classe avec des
distances intra-classes.
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La séparabilité détermine à quel point une classe est bien séparée des autres avec des
distances inter-classes comme les distances entre les centres des classes, les distances
minimales par paire entre les objets de différentes classes... Certaines mesures évaluent
seulement la compacité ou la séparabilité, d’autres évaluent les deux en même temps.

2.5.2.1 Évaluation interne pour une partition dure

Nous énumérons les mesures les plus utilisées pour l’évaluation la partition dure
générée par HCM.
— L’indice de Dunn D [80] est le rapport séparabilité sur compacité, la compacité

étant définie comme la distance maximum qui sépare deux objets d’une même
classe, et la séparabilité comme la distance minimum qui sépare deux classes en
prenant leur centre de gravité.

D =
min

1⩽j<j′⩽c
dist(vj, v′

j)

max
1⩽j⩽c

∆j

, (2.40)

où ∆j = maxi,i′∈ωj
dist(xi, xi′) est le diamètre de la classe j. La distance dist n’est

pas spécifique. Pour HCM, la distance euclidienne est appliquée. L’objectif est de
maximiser cet indice compris entre [0, +∞].

— L’indice de Davies-Bouldin DB [81] est le rapport compacité sur séparabilité, la
compacité étant définie comme la distance moyenne entre le centre de la classe et
ses objets, et la séparabilité, comme pour D, est la distance minimum qui sépare
deux classes compris.

DB = 1
c

c∑
j=1

max
j ̸=j′

(
δj + δ′

j

dist(vj, v′
j)

)
, (2.41)

avec δj étant la distance moyenne entre les points et le centre de gravité de la
classe j,

δj = 1
|ωj|

∑
i∈ωj

dist(xi, vj), (2.42)

où |ωj| est la cardinalité de la classe ωj, le nombre d’objets affectés à cette dernière.
L’objectif est de minimiser cet indice compris entre [0, +∞].

Pour le partitionnement dur, Qiao et Edwards [82] ainsi que Bezdek et Nal [83] donnent
plus de détails et des outils de compréhension.

2.5.2.2 Évaluation interne pour une partition floue ou crédale

Dans le cas des algorithmes à partitionnement flou, les deux premiers indices ont été
proposés par Bezdek [84] qui a étudié la séparabilité de la partition floue U ,
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— L’indice Partition Coefficient PC [84] mesure le degré de chevauchement entre les
classes floues donc évalue la séparabilité.

PC = 1
n

c∑
j=1

n∑
i=1

u2
ij. (2.43)

L’objectif est de maximiser PC compris entre [1
c
, 1]. L’indice atteint la borne

inférieure 1
c

lorsque l’incertitude est totale ∀i, j uij = 1
c
. A contrario, la borne

supérieure 1 est obtenue lorsque la partition est dure. Dave a proposé une extension
du coefficient permettant de le normaliser entre 0 et 1 [85] :

MPC = 1 − c

c − 1(1 − PC). (2.44)

— L’indice Partition Entropy PE [84] a été développé pour être moins sensible au
nombre de classes c

PE = − 1
n

c∑
j=1

n∑
i=1

uij log2(uij). (2.45)

La mesure PE comprise entre [0, ln(c)] doit être minimisée, d’où PC = 1
c

⇐⇒
PE = log2(c) et PC = 1 ⇐⇒ PE = 0.

Ces indices mesures n’utilisent pas directement les informations de la modélisation
de HCM et ses variantes, c’est-à-dire les propriétés géométriques contenues dans les
distances et les centroïdes.
Il existe de nombreuses autres mesures qui combinent de différentes façons la compacité
et la séparabilité comme le Partition Coefficient And Exponential Separation PCAES
[86] ou plus récemment le SMI [87]. Les principaux indices sont référencés dans [87,88].
Parmi eux, se trouvent :
— Le Fuzzy Silhouette index FS [89], une extension du Silhouette index au parti-

tionnement flou U qui permet la détection des régions à forte densité lorsque des
chevauchements entre classes existent. Cet indice permet de valider la compacité
d’une partition. Pour chaque objet i, nous gardons les deux classes avec le plus
fort degré d’appartenance respectivement uij1 , uij2 pour ωj1 , ωj2 .

FS =
∑n

i=1(uij1 − uij2)αsil(i)∑n
i=1(uij1 − uij2)α

, (2.46)

avec α ≥ 0 un coefficient similaire au paramètre de fuzzification m de FCM qui
permet de régler l’importance de la dureté ou non, généralement α = 1. Et avec,

sil(i) = bj2(i) − aj1(i)
max(aj1(i), bj2(i)) . (2.47)

En considérant, aj la distance moyenne de l’objet i à la classe j1 et bj2 la distance
moyenne de l’objet i à la classe j2 :

aj1(i) = 1
|ωj1| − 1

∑
i′∈ωj1 ,i′ ̸=i

d(xi, xi′), bj2(i) = 1
|ωj2|

∑
i′∈ωj2

d(xi, xi′),
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où la distance d(.) est la distance euclidienne. C’est un indice à maximiser dans
son intervalle de définition [-1,1]. Une partition ayant son indice FS égale à −1
est de très mauvaise qualité. En revanche, si l’indice est maximal, la partition est
d’excellente qualité, les points aux seins des classes sont proches et les classes bien
séparées.

— L’indice de Xie-Beni XB [6] est le rapport compacité sur séparabilité, la compa-
cité est définie comme la fonction objectif de Fuzzy C-means (2.13) et la sépara-
bilité, comme pour les indices de Dunn D et Davies-Bouldin DB, est la distance
minimum qui sépare deux classes.

XB =
∑c

j=1
∑n

i=1 um
ij ∥ vj − xi ∥2

n × min
j ̸=j′

(∥ vj − v′
j ∥2) . (2.48)

Une meilleure partition minimise ce critère compris dans l’intervalle [0, +∞].
Contrairement au partitionnement flou, le partitionnement évidentiel est assez récent,
il y a donc peu de méthodes et peu de critères d’évaluation adaptés pour ce formalisme.
Masson et Denœux ont été les premiers à se confronter à ce problème quand ils ont
crée le modèle ECM [11]. Ils ont développé la mesure de non-spécificité nonspecificity
qui s’inspire de l’entropie floue (PE) :

N∗ = 1
n log2c

×
n∑

i=1

∑
Aj ̸=∅

mij log2|Aj| + mi∅ log2c. (2.49)

N∗ compris entre [0, 1] doit être minimisé.
Chaque indice évalue différemment la partition obtenue selon un point de vue spéci-
fique. Il est important lors d’une comparaison entre deux partitions d’étudier plusieurs
indices [83]. Par ailleurs, les indices ayant des intervalles à bornes finis permettent de
meilleures comparaison et description des résultats. Nous venons d’étudier ces indices
comme outil de comparaison entre deux partitions puisque nous en aurons besoin pour
l’évaluation de nos expérimentations. Cependant, ces indices permettent aussi de dé-
finir les valeurs des hyperparamètres : le nombre de classes c [86, 87], les paramètres
de fuzzification m [35] et autres α, β, δ [11]...

2.6 Conclusion
Dans ce chapitre, les notions clés de la classification non supervisée ont été présentées

pour introduire le modèle étudié Hard c-means (HCM), les c classes y sont représentées
par leur centre de gravité (means), chaque objet appartient à une unique classe (Hard).
Dans certaines situations, il existe des doutes pour le choix de la classe. Sous l’angle de
la gestion de cette incertitude, nous avons pu dissocier les différentes variantes de HCM.
Fuzzy C-means prend en compte l’incertitude en évaluant le degré d’appartenance de
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chaque objet à chaque classe. Enfin, Evidential C-means utilise la théorie des fonctions
de croyance pour spécifier l’imprécision. Le tableau 2.8 récapitule les éléments clés
de ces trois modèles. Nous avons également étudié différentes extensions, telles que
l’utilisation d’autres métriques et la gestion des hyperparamètres des modèles.

Théorie (Fonction) Partition Modélise Citation
HCM Logique de décision (Booléenne) Dure Certitude [30]
RCM Ensembles approximatifs (Approximation) Dure Imprécision [43]
FCM Logique floue (Probabilité) Floue Incertitude [5]

FRCM Ensembles approximatifs (Approximation) Floue Incertitude
et imprécision [44]

PCM Ensembles flous (Possibilité) Floue Incertitude
et imprécision [38]

ECM Modèle de croyance
transférable (Masse) Evidentielle Incertitude

et imprécision [11]

Tableau 2.8 – Les différents modèles de classification non supervisée.

Avec pour objectif d’évaluer la qualité et la performance d’un algorithme de classifi-
cation non supervisée, de nombreux indices ont été proposés. Nous avons analysé les
principaux. Il existe deux grandes catégories, les indices internes qui utilisent seule-
ment les variables de l’algorithme et les indices externes qui comparent deux partitions.
Les tableaux 2.9-2.10 présentent les principaux indices s’ils sont à maximiser (↑) ou à
minimiser (↓) dans un certain intervalle. La référence de leur formule présentée dans
ce chapitre est donnée. Nous avons répertorié dans la dernière colonne les mesures
internes utilisées pour ajuster les hyperparamètres des modèles [11,35,86,87].

(Direction) Intervalle Eq. Citation
Partition dure
P (Précision) (↑) [0, 1] 2.34
R (Rappel) (↑) [0, 1] 2.35
RI (Rand index) (↑) [0, 1] 2.36 [73]
ARI (Ajusted RI) (↑) [−1, 1] 2.37 [74]
Partition floue
FRI (Fuzzy RI) (↑) [0, 1] [76]
Partition crédale
CRI (↑) [0, 1] 2.39 [77]
PE, RE (Précision) (↑) [0, 1] [78]

Tableau 2.9 – Les différentes mesures d’évaluation externe.
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(Direction) Intervalle Eq. Citation Paramètres
Partition dure
D (↑) [0, +∞] 2.40 [80] c
DB (↓) [0, +∞] 2.41 [81] c
Partition floue
PC (Partition Coefficiant) (↑) [1

c
, 1] 2.43 [84] c, m

MPC (PC normalisé) (↑) [0, 1] 2.44 [85] c
PE (Partition Entropy) (↓) [0, ln(c)] 2.45 [84] c, m
FS (Fuzzy Silhouette) (↑) [−1, 1] 2.46 [89] c, m
XB (↓) [0, +∞] 2.48 [6] c, m
Partition crédale
N∗ (Nonspecificity) (↓) [0, 1] 2.49 [11] c, α

Tableau 2.10 – Les différentes mesures d’évaluation interne.
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Optimisation mathématique
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L’objectif de l’optimisation mathématique est de trouver une solution qui maximise
ou minimise une fonction objectif tout en satisfaisant un ensemble de contraintes.
Les problèmes d’optimisation se retrouvent dans divers domaines d’applications, de
l’économie à la physique en passant par les sciences de l’ingénieur, la logistique, la
chimie... [90] La fonction objectif est souvent définie en terme de coûts, de revenus, de
temps, de distances ou d’autres mesures quantifiables. Les contraintes peuvent inclure
des exigences de capacité, des limites de temps, des exigences de qualité et d’autres
contraintes spécifiques à chaque problème.

La nature d’un problème d’optimisation est déterminée par la caractéristique de la
fonction (continue, convexe, différentiable, par bloc, etc.) et des contraintes (convexe,
linéaires, quadratiques, égalités, inégalités, etc.). Nous distinguons respectivement l’op-
timisation continue et l’optimisation combinatoire selon la nature continue ou discrète
de l’espace de recherche.
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Les méthodes d’optimisation mathématique peuvent être classées en deux catégories
principales : les méthodes déterministes et les méthodes stochastiques. Les méthodes
déterministes sont utilisées pour résoudre des problèmes où toutes les données sont
connues avec certitude. En revanche, les méthodes stochastiques sont employées pour
résoudre des problèmes où les données sont incertaines ou sujettes à une certaine
variabilité.

Parmi les problèmes d’optimisation courants, on trouve la programmation linéaire
[91, 92], la programmation non linéaire [91, 93], la programmation quadratique [94],
la programmation en nombres entiers [95], et la programmation génétique [96]. Les
logiciels d’optimisation peuvent aider à résoudre ces problèmes en utilisant des algo-
rithmes sophistiqués pour trouver la solution la plus efficace possible. Il existe des
solveurs spécifiques tels que CPLEX pour la programmation linéaire et KNITRO pour
la programmation non linéaire, ainsi que des bibliothèques disponibles dans les princi-
paux langages de programmation comme SciPy.optimize pour Python et Optimization
Toolbox pour MATLAB.

Dans le chapitre précédent, nous avons exploré plusieurs modèles de classification non
supervisée et défini leur problème d’optimisation. L’objectif est de trouver le meilleur
partitionnement possible en réalisant l’optimisation à l’aide de la méthode la plus
appropriée. Notre étude se concentre sur trois méthodes classiques d’optimisation,
dont l’optimisation alternée, qui est la méthode la plus couramment utilisée pour le
HCM (Hard C-Means) et ses variantes [97]. De nombreuses méta-heuristiques ont été
testées et une analyse détaillée a été réalisée par Nanda et Panda [16].

Dans ce chapitre, après avoir rappelé des notions importantes de l’optimisation (sec-
tion 3.1), nous détaillons la méthode d’optimisation alternée actuellement utilisée en
classification non supervisée (section 3.2). Ensuite, nous mettons en avant deux al-
ternatives, deux méthodes d’optimisation (sections 3.3 et 3.4). Enfin, à l’aide d’un
exemple, nous comparons ces trois méthodes (section 3.5).
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3.1 Éléments théoriques

3.1.1 Définition du problème
Nous cherchons à minimiser le problème à n variables de décision, m contraintes

d’égalité, et p contraintes d’inégalité formulé par :

min f(x), (3.1)

sous les contraintes,

h(x) = 0, (3.2)
g(x) ≤ 0, (3.3)
x ∈ Rn. (3.4)

où la fonction objectif f : Rn → R est supposée continue et différentiable, et les
contraintes h : Rn → Rm et g : Rn → Rp. L’existence d’une solution est vraie, lors-
qu’au moins f est continue et l’ensemble admissible est compact ou f coercive et
l’ensemble admissible est fermé. Il faut remarquer qu’il suffit de changer le signe dans
(3.1) pour avoir le problème de maximisation.

Définition 3.1.1: Solution réalisable

Un point x∗ ∈ X est une solution réalisable du problème, s’il respecte les contraintes
du problème (3.2)-(3.3) :

h(x∗) = 0,

g(x∗) ≤ 0.

L’ensemble des points réalisables, est appelé ensemble admissible noté ici, X =
{x ∈ X |h(x) = 0 et g(x) ≤ 0}.

Définition 3.1.2: Fonction coercive

La fonction f : Rn → R est coercive si

lim
∥x∥−→+∞

f(x) −→ +∞.

Définition 3.1.3: Fonction bornée inférieurement

La fonction f : Rn → R est bornée inférieurement s’il existe un réel M tel que

f(x) ≥ M, ∀x ∈ Rn.
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La solution minimise la fonction soit localement, c’est un minimum local, soit sur
tout l’ensemble de définition, c’est un minimum global.

Définition 3.1.4: minimum local-global

Le vecteur x∗ est appelé minimum local si

∃V (un voisinage) , f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ X ∩ V .

Le vecteur x∗ est appelé minimum global si

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ X .

3.1.2 Notions de convexité
La nature de la fonction détermine l’existence et le nombre de minima locaux et

globaux. En particulier lorsque la fonction est convexe, tout minimum local est un
minimum global. De plus, si la convexité est stricte alors le minimum est unique.

Définition 3.1.5: Degrés de convexité

1. La fonction f est dite convexe sur X (ensemble convexe) si et seulement si

∀x, y ∈ X , ∀t ∈ [0, 1], f(tx + (1 − t)y) ≤ tf(x) + (1 − t)f(y). (3.5)

f est dite strictement convexe si l’inégalité stricte est vérifiée lorsque x ̸= y
et t ∈]0, 1[.

2. Lorsque f est différentiable, elle est dite pseudo-convexe sur X si et seule-
ment si

∀x, y ∈ X , ∇f(x)⊤(y − x) ≥ 0 =⇒ f(y) ≥ f(x). (3.6)
Une fonction différentiable est croissante dans toute direction où elle a une
dérivée directionnelle positive. f est dite strictement quasi-convexe si l’inéga-
lité stricte dans (3.6) est vérifiée lorsque x ̸= y et t ∈]0, 1[.

3. La fonction f est dite quasi-convexe sur X si et seulement si

∀x, y ∈ X , ∀t ∈ [0, 1], f(tx + (1 − t)y) ≤ max(f(x), f(y)). (3.7)

f est dite strictement quasi-convexe si l’inégalité stricte est vérifiée lorsque
x ̸= y et t ∈]0, 1[.
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Les conditions nécessaires d’optimalité permettent de caractériser un minimum local :
il est impossible de diminuer la fonction en partant d’un minimum. En présence des
contraintes, un minimum local vérifie qu’il n’y a aucune direction admissible (direction
respectant les contraintes) qui soit une direction descente.

3.1.3 Théorie de la dualité de Lagrange
La dualité en optimisation évoque l’étude du problème en utilisant le point de vue

de ses contraintes. Il existe plusieurs formalismes, tels que celui de Wolfe [98] ou
de Fenchel [99]. Étant donné que les problèmes que nous étudions impliquent des
fonctions continues et dérivables, la dualité de Lagrange est la plus appropriée. Dans
cette section, nous présentons uniquement les résultats nécessaires à notre étude, plus
de détails sur l’analyse convexe et la théorie de la dualité sont données en [99–102].

La première étape de cette approche, la relaxation des contraintes, consiste à les incor-
porer à la fonction objectif. La nouvelle fonction ainsi obtenue est appelée la fonction
de Lagrange, ou plus simplement, le Lagrangien.

Définition 3.1.6: Fonction de Lagrange

Soit le problème d’optimisation (3.1)-(3.3), soient λ ∈ Rm, µ ∈ Rp, µ ≥ 0 et la
fonction L : Rn × Rm × Rp → R,

L(x, λ, µ) = f(x)+λ⊤h(x)+µ⊤g(x) = f(x)+
m∑

i=1
λ⊤

i hi(x)+
p∑

j=1
µ⊤

j gj(x). (3.8)

est appelée Lagrangien ou fonction lagrangienne du problème d’optimisation (3.1)-
(3.3). λ, µ sont appelés les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintres.
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Définition 3.1.7: Problème primal et dual

Le problème d’optimisation (3.1)-(3.3) est le problème primal (P) noté

inf
x∈X

f(x),

avec X = {x ∈ Rn, h(x) = 0, g(x) ≤ 0}.
Le problème dual de Lagrange associé (P’) est,

sup
λ,µ≥0

L(x, λ, µ).

Il permet de se placer sous le point de vue des contraintes et offre une borne infé-
rieur au problème primal. La direction de l’objectif est inversée, ainsi le minimum
dans le primal devient le maximum dans le dual.

Les conditions nécessaires d’optimalité (CNO), également connues sous le nom de
conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), sont un ensemble de conditions mathéma-
tiques qui décrivent les propriétés des solutions optimales pour les problèmes d’opti-
misation contraints.

Théorème 3.1.1: CNO Lagrange : contraintes d’égalité

1er ordre
Soit x∗ un minimum local du problème (3.1)-(3.2) avec f, h continûment diffé-
rientables, alors

∃λ∗ ∈ Rm, ∇L(x∗, λ∗) = 0 ⇐⇒
{

∇xL(x∗, λ∗) = ∇f(x∗) +∑m
i=1 λ∗

i ∇hi(x∗) = 0,
∇λL(x∗, λ∗) = h(x∗) = 0.

(3.9)
2nd ordre
Si f, h sont deux fois différentiables

y⊤∇2
xxL(x∗, λ∗)y ≥ 0, ∀y ∈ D(x∗), y ̸= 0, (3.10)

où D(x∗) est le cône tangent en x∗, D(x∗) = {d|d⊤∇hi(x∗) = 0, ∀i = 1, . . . , m}.
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Théorème 3.1.2: CNO KKT : contraintes d’égalité et d’inégalité

1er ordre
Soit x∗ un minimum local du problème (3.1)-(3.3) avec f, h, g continûment diffé-
rientables, alors

∃(λ∗, µ∗) ∈ (Rm,Rp), λ∗ ≥ 0,


∇f(x∗) +∑m

i=1 λ∗
i ∇hi(x∗) +∑p

j=1 µ∗
j∇gj(x∗) = 0,

h(x∗) = 0,
µ∗

jgj(x∗) = 0 ∀j ∈ [1, p].
(3.11)

La dernière condition est appelée condition de complémentarité. Deux cas sont
possibles, soit µ∗

j = 0 alors gj(x∗) < 0, soit µ∗
j > 0 alors gj(x∗) = 0.

2nd ordre
Si f, h, g sont deux fois différentiables

y⊤∇2
xxL(x∗, λ∗)y ≥ 0, ∀y ∈ D(x∗), y ̸= 0. (3.12)

où D(x∗) est le cône de direction en x∗.
D(x∗) = {d|d⊤∇hi(x∗) = 0, ∀i = 1, . . . , m; d⊤∇gi(x∗) ≤ 0, ∀i = 1, . . . , p}.

Grâce à toutes ces notions, nous pouvons maintenant caractériser les points en par-
lant de point stationnaire, point selle, solution d’un problème et ainsi développer une
compréhension approfondie de la manière dont les solutions optimales sont identifiées.

Définition 3.1.8: Points et solutions

1. Point stationnaire (ou point critique)
Tout (autre) point x̄ vérifiant les conditions du premier ordre est appelé point
stationnaire. Ce point n’est pas nécessairement un minimum local.

2. Solution
Les vecteurs (λ∗, µ∗) sont appelés solution duale du problème.
Les vecteurs (x∗, λ∗, µ∗) sont appelés solution primal-duale du problème.

3. Point selle
Si sup

λ∗
,µ∗≥0

(L(x∗, λ∗, µ∗)) = inf
x∗∈X

f(x∗) alors (x∗, λ∗, µ∗) est appelé point selle

du Lagrangien.

Théorème 3.1.3: Existence d’un point-selle

Avec f est convexe et C1, les gj convexes et C1, les hi affines, ∃xo, h(xo) =
0, g(xo) < 0, si le problème (3.1)-(3.3) admet une solution alors le Lagrangien L
possède un point selle (x∗, λ∗, µ∗).
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Pour résoudre le problème, on peut dissocier les méthodes en fonction des variables
qu’elles utilisent :
— Méthode primale : utilisation des variables primales comme variables principales,

par exemple la méthode de descente de gradient, projection...
— Méthode duale : utilisation des variables duales comme variables principales, tan-

dis que les variables primales deviennent des variables auxiliaires. Ce type de
méthode tire son nom des travaux d’Uzawa [103].

— Méthode primale-duale : les variables primales et duales sont traitées avec la même
importance.

3.2 Méthode d’optimisation alternée
L’optimisation alternée (alternating optimization : AO) est une approche couramment

utilisée pour résoudre des problèmes de classification non supervisée notamment pour
HCM Lloyd [30]. Bezdek et Hathaway [97] détaillent l’utilisation de cette méthode
pour les problèmes d’optimisation non linaire avec des contraintes (3.1)-(3.3) telles
que FCM. Afin de simplifier la résolution du problème FCM, le problème est décom-
posé en sous-problème plus faciles à résoudre. C’est un cas particulier de la méthode
de Gauss-Seidel par blocs. Elle remplace la résolution simultanée sur l’ensemble des
n variables par une suite de résolution sur des sous-ensembles de variable. L’ensemble
de définition X est décomposé alors en s sous-ensembles X : X1 × X2 × · · · × Xs où
Xj ⊂ Rsj avec ∑s

j=1 sj = n. Ainsi x = (x1, . . . , xn) ∈ X est décomposé en s vecteurs,
X = (x1, . . . , xs), chaque variable est affectée une seule fois dans un vecteur. Le vec-
teur xj ∈ Xj ⊂ Rsj est composé de sj variables.

Exemple 3.2.1: Décomposition de l’ensemble des variables

Supposons un problème avec cinq variables à l’origine n = 5, x = (x1, x2, x3, x4, x5),
nous souhaitons le décomposer en deux sous-ensembles s = 2, X = (x1, x2).
Nous pouvons, par exemple, choisir le vecteur x1 =

(
x2, x3

)
ayant deux variables,

s1 = 2, et le vecteur x2 =
(
x1, x4, x5

)
ayant trois variables, s2 = 3.

Nous vérifions que le nombre de variables est conservé : s1 + s2 = 5 = n et qu’il
n’y a pas de variable dans deux sous-ensembles différents.

Une fois la décomposition réalisée, les vecteurs de variables sont mis à jour successi-
vement en utilisant les conditions d’optimalité. Le choix de cette décomposition est un
moment important de l’application de l’optimisation alternée, il doit être réalisé afin
de faciliter la résolution des sous-problèmes.
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A chaque itération k + 1, la méthode résout successivement les s sous-problèmes :

xk+1
j = argmin

xj

f(xk+1
1 , . . . , xk+1

j−1 , xj, xk
j+1, . . . , xk

s), ∀j ∈ [1, s], ∀k ≥ 1.

Pour la jème résolution, seules les variables du vecteur xj ne sont pas fixées. Les sous-
problèmes sont résolus en utilisant les conditions d’optimalité vues précédemment.
Nous pouvons construire l’algorithme 2 de l’optimisation alternée.

Algorithme 2 AO optimisation alternée.
Itération k = 0 : X0 donnée
Itération k ≥ 1 :
pour j de 1 à s faire

1: xk
j = argmin

xj

f(xk
<j, xj, xk−1

>j )

Une solution obtenue par l’optimisation alternée X∗ = (x∗
1, . . . , x∗

s) n’est pas néces-
sairement une solution du problème d’optimisation x∗ = (x∗

1, . . . , x∗
n) [97].

3.2.1 Convergence de la méthode de Gauss-Seidel par bloc
Il est important de noter que la convergence d’une méthode peut être soit locale, soit

globale. Si l’algorithme ne converge que lorsque la solution de départ est proche de la
solution optimale, on parle de convergence "locale", c’est le cas pour la méthode de
Newton. En revanche, on parle de convergence "globale" lorsque l’algorithme génère
une suite convergente quel que soit le point de départ initial.
Nous avons besoin de définir deux autres notions supplémentaires pour caractériser la
convergence de la méthode de Gauss-Seidel.

Définition 3.2.9: Ensemble niveau

L’ensemble niveau L0
X de la fonction f définie sur X donné pour un point x0,

est défini comme l’ensemble des points de X dont l’image par la fonction f est
inférieure ou égale à l’image du point de référence x0 :

L0
X = {x ∈ X |f(x) ≤ f(x0)}.
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Définition 3.2.10: Stricte quasiconvexité (selon une composante)

Soient k ∈ {1, . . . , s}, f est dite strictement quasi-convexe selon la composante k
si et seulement si

∀x ∈ X , yk ∈ Xk, yk ̸= xk, ∀t ∈ [0, 1],
f(x1, . . . , txk + (1 − t)yk, . . . , xs) < max(f(x), f(x1, . . . , yk, . . . , xs)).

Grippo et Sciandrone [104] ont montré la converge globale vers un point station-
naire (non unique) de la méthode, sans aucune hypothèse de convexité nécessaire si la
décomposition est en deux blocs, s = 2.

En revanche, lorsqu’il existe plus de deux blocs, s > 2, il est alors nécessaire que la
fonction objectif f soit strictement quasiconvexe par rapport à s − 2 composantes ou
que f soit pseudoconvexe et son ensemble niveau soit compact.

3.2.2 Applications
Lorsqu’il existe des divisions de variables naturelles, comme en classification non su-

pervisée, il est très simple d’appliquer la méthode d’optimisation alternée. L’écriture
du problème d’optimisation est également simple. Hu et Hathaway [105] ont mon-
tré l’efficacité de cette méthode comparée à des méthodes de type Newton (Powell’s
Method Discarding the Direction of Largest Decrease, Conjugate Gradient Method,
Quasi-Newton Method). Même en utilisant des méthodes hybrides pour utiliser la
convergence asymptotique rapide des méthodes de type Newton et compenser la sen-
sibilité à l’initialisation, la méthode d’AO reste la plus rapide en terme de temps
d’exécution.
Nous appliquons la méthode d’optimisation alternée aux modèles de classification non
supervisée, FCM-GK [61] dans la section 3.2.2.1 et ECM [11] dans la section 3.2.2.2.

3.2.2.1 FCM

La décomposition
La décomposition des variables est évidente, le premier sous-ensemble est la matrice
des degrés d’appartenance U = (uij) de taille (n × c), le deuxième est l’ensemble des
centroïdes de chaque classe V = {v1, . . . , vc}, vj ∈ Rp et enfin l’ensemble des matrices
définies induisant la norme de chaque classe S = {S1, . . . , Sc}. Rappelons la fonction
à minimiser

min
(U∈U ,V ,S∈S1)

JF CM−GK(U , V , S) =
n∑

i=1

c∑
j=1

um
ij (xi − vj)⊤Sj(xi − vj), (3.13)
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Avec les ensembles des contraintes,

U =
∀i, j ∈ [1, n] × [1, c], uij ≥ 0,

c∑
j=1

uij = 1,
n∑

i=1
uij > 0

 ,

S1 =
{
∀j ∈ [1, c]Sj ∈ Rnd×nd ,matrice symétrique définie positive, det(S) = 1

}
.

L’optimisation
En commençant par (U 0, V0, S0), la méthode met à jour successivement les différentes
variables U , V et S afin de minimiser la fonction objectif :

U k = arg min
U∈U

J(U , Vk−1, Sk−1),

Vk = arg min
V

J(U k, V , Sk−1),

Sk = arg min
S∈S1

J(U kVk, S).

La minimisation successive des différentes variables U , V et S est réalisée à l’aide
des conditions d’optimalité du premier ordre.

Pour la mise à jour de U , les variables V et S sont fixés. Le Lagrangien pour U
s’écrit,

L(U , Λ, M) = JF CM−GK(U) +
n∑

i=1
λi(

c∑
j=1

uij − 1) +
n∑

j=1
µj

n∑
i=1

uij +
n∑

i=1

c∑
j=1

µijuij.

La nouvelle partition U k+1 est la partition U ∗ qui annule le gradient du Lagrangien,
∂L(U , Λ, M)

∂uij

= mum−1
ij (xi − vj)⊤Sj(xi − vj) − λi + µj + µij = 0 ∀i, j.

En supposant que les contraintes ∑n
i=1 uij > 0 et uij ≥ 0 sont respectées, nous savons

d’après les conditions de complémentarité que µj = 0 et µij = 0 donc

mum−1
ij (xi − vj)⊤Sj(xi − vj) − λi = 0 ∀i, j

⇔ uij =
(

λi

m(xi − vj)⊤Sj(xi − vj)

) 1
m−1

.

Or,
c∑

l=1
uil = 1 ⇔

c∑
l=1

(
λi

m(xi − vl)⊤Sl(xi − vl)

) 1
m−1

= 1

⇔
(

λi

m

) 1
m−1

=
 c∑

l=1

(
1

(xi − vl)⊤Sl(xi − vl)

) 1
m−1

−1

.
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D’où,

uij =
 c∑

l=1

[
(xi − vj)⊤Sj(xi − vj)
(xi − vl)⊤Sl(xi − vl)

] 1
m−1

−1

∀i, j. (3.14)

Nous vérifions bien que les contraintes sont respectés, tous les degrés d’appartenance
sont positifs ou nuls, uij ≥ 0.
Ensuite U et S sont fixés pour la mise à jour V , il n’y a pas de contraintes donc

∂JF CM−GK(V)
∂vj

= 0 ⇔ 2
n∑

i=1
um

ij Sj(xi − vj) = 0,

⇒ vj =
∑n

i=1 um
ij xi∑n

i=1 um
ij

∀j. (3.15)

Enfin pour la mise à jour de S, la partition U et les centroïdes V sont fixés. Soit le
Lagrangian,

L(S, Λ) = JF CM−GK(S) +
c∑

j=1
λj(det(Sj) − 1),

avec les multiplicateurs λj spécifiques au Lagrangien de S.

La méthode calcule Sk+1
j = S∗

j qui annule la dérivée du Lagrangien :

∂L(S, Λ)
∂Sj

=
n∑

i=1
um

ij

∂(xi − vj)⊤Sj(xi − vj)
∂Sj

+ ∂λj(det(Sj) − 1)
∂Sj

= 0.

Or, ∂x⊤Ax
∂A

= xx⊤ et ∂det(A)
∂A

= det(A)A−1, d’où

0 =
n∑

i=1
um

ij (xi − vj)(xi − vj)⊤ − λjdet(Sj)S−1
j , en supposant det(Sj) = 1,

⇔ Sj = 1
λj

Σ−1
j , avec Σj =

n∑
i=1

um
ij (xi − vj)(xi − vj)⊤. (3.16)

Pour retrouver det(Sj) = 1, il faut prendre λj = 1
det(Σj)

1
p

. Par définition, Σj est la
matrice de variance-covariance floue qui est semi-définie positive. Cependant, pour
l’inverser, il est nécessaire de la transformer en une matrice définie positive. Pour ce
faire, nous pouvons ajouter un terme de régularisation εI où ε est une petite valeur,
typiquement ε = 10−10. Concrètement, la matrice sera réellement semi définie lorsque
les données de la classe seront alignées sur une droite. Babuka et al. proposent deux
autres méthodes alternatives pour traiter cette situation [106].

L’algorithme
Finalement, nous pouvons écrire l’algorithme 3 de l’optimisation alternée du modèle
FCM-GK. L’algorithme est initialisé par une partition aléatoire U 0. Le critère d’arrêt
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est la stabilité de la partition, c’est-à-dire quand l’erreur absolue entre deux matrices
U successives est plus petite qu’un seuil fixé à 10−3 [34]. L’initialisation et le critère
d’arrêt peuvent être définis également par rapport aux cendroïdes V . Pour t itérations,
la complexité temporelle de la méthode est O(tnc2nd) [107] dans le cas euclidien. Pour
Sk, il est nécessaire de former c matrices variance-covariance floue et de les inverser,
donnant une complexité O(c(nn2

d + n3
d)). Ainsi la complexité temporelle de FCM-GK

est O(t(nc2nd + ncn2
d + cn3

d)). La taille des variables est nnd pour X, nc pour U k, cnd

pour Vk et cn2
d pour Sk . Donc la complexité spatiale de FCM-GK est O(nnd+nc+cn2

d).

Algorithme 3 FCM-GK par AO.
Entrée : X les données, c le nombre de classes, m.
Sortie : U k,Vk,Sk

1: err = 0, k = 0,
2: U 0 initialisation aléatoire.
3: tant que err > 10−3 faire
4: k = k + 1
5: calcul Vk (3.15) :

vk
j =

∑n
i=1

(
uk−1

ij

)m
xi∑n

i=1

(
uk−1

ij

)m , qk
ij = xi − vk

j .

6: calcul Sk (3.16) :

Σk
j =

n∑
i=1

(
uk−1

ij

)m
qk

ij(qk
ij)⊤, Sk

j = det(Σk
j )

1
p (Σk

j )−1.

7: calcul U k (3.14) :

uk
ij =

[
c∑

ℓ=1

(qk
ij)⊤Sk

j qk
ij

(qk
iℓ)⊤Sk

ℓ qk
iℓ

]−1

.

8: err =∥ U k − U k−1 ∥
9: fin tant que

La convergence
Höppner [108] a repris les travaux de Bezdek [109] sur la convergence de l’optimisation
alternée pour FCM et FCM-GK vers un point fixe. Il est difficile d’établir des zones
locales de convergence, par défaut le point fixe sera supposé être un point selle. Höppner
définit une condition assurant le point fixe d’être un minimum local et non un point
selle. Dans son étude, il ne regarde pas l’AO comme une méthode Gauss-Seidel par
bloc. En effet, son analyse est rendue difficile par la résolution des sous-problèmes,
selon chaque variable U , V , c’est pourquoi il reformule FCM pour n’avoir plus qu’une
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seule variable (V) :

JF CM ′(V) =
n∑

i=1

[
c∑

k=1
∥ xi − vj ∥

2
1−m

2

]1−m

. (3.17)

Gröll et Jäkel [110] vont reprendre cette reformulation et l’identifier comme une mé-
thode de descente à plus forte pente et à pas variable. En utilisant les propriétés de
cette méthode, ils prouvent la convergence globale vers un minimum local ou un point
selle.

3.2.2.2 ECM

La décomposition
Pour la version d’ECM avec la distance de Mahalanobis [50], les matrices S des sous-
ensembles sont définies par la même formule barycentrique que les centroïdes. (2.29).
De manière analogue, la décomposition des variables est évidente, la partition crédale
M , l’ensemble des centroïdes V et l’ensemble des matrices S induisant la norme de
chaque sous-ensemble. Le problème est le suivant :

min
(M∈M,V ,S∈S1)

JECM(M , V , S) =
n∑

i=1

∑
Aj∅

|Aj|αmβ
ijd

2
ij +

n∑
i=1

δ2mβ
i∅, (3.18)

avec,

d2
ij = (xi − vj)⊤Sj(xi − vj),

vj = 1
|Aj|

c∑
ℓ=1

sℓjvℓ,

Sj = 1
|Aj|

c∑
ℓ=1

sℓjSℓ,

où sℓj = 1 si ωℓ ∈ Aj sinon sℓj = 0.

Et les ensembles des contraintes,

M =

∀i, j ∈ [1, n] × [1, 2c], mij ≥ 0,
∑
Aj

mij = 1,
n∑

i=1
mij > 0

 ,

S1 =
{
∀ℓ ∈ [1, c], Sℓ ∈ Rnd×nd ,matrice symétrique définie positive, det(Sℓ) = 1

}
.
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L’optimisation
L’application de la méthode d’optimisation alternée consiste à mettre à jour successi-
vement les différentes variables soit

M k = arg min
M∈M

J(M , Vk−1, Sk−1),

Vk = arg min
V

J(M k, V , Sk−1),

Sk = arg min
S∈S1

J(M k, Vk, S).

Comme vu précédemment pour FCM, il faut résoudre les conditions d’optimalité de
chaque variable en fixant les autres.

Pour M , le Lagrangien associé est

L(M , Λ, Γ) =
n∑

i=1

∑
j,Aj ̸=∅

|Aj|αmβ
ijd

2
ij + δ2mβ

i∅ +
n∑

i=1
λi

∑
Aj

1 − mij


+

∑
j,Aj ̸=∅

γj

n∑
i=1

mij +
n∑

i=1

2c∑
j=1

γijmij.

En supposant que mij ≥ 0,
∑n

i=1 mij > 0, d’après les conditions de complémentarités
γij = 0, γj = 0 donc la condition d’optimalité donne

∂L(M ,Λ)
∂mij

= 0 ⇐⇒ mij =
(

λi

β

) 1
β−1

(
1

|Aj |αd2
ij

) 1
β−1

∀i, Aj ̸= ∅,

∂L(M ,Λ)
∂mi∅

= 0 ⇐⇒ mi∅ =
(

λi

β

) 1
β−1

(
1
δ2

) 1
β−1 ∀i,

∂L(M ,Λ)
∂λi

= 0 ⇐⇒ ∑
Aℓ

miℓ = 1.

En utilisant le même raisonnement que dans FCM pour isoler le multiplicateur de
Lagrange, on obtient

(
λi

β

) 1
β−1 =

(∑
Aℓ ̸=∅ |Aℓ|

−α
β−1 d

−2
β−1
iℓ + δ− 2

β−1

)−1
. D’où la formulation

de la mise à jour :

∀i, Aj ̸= ∅, mij =
|Aj|

−α
β−1 d

−2
β−1
ij∑

Aℓ ̸=∅ |Aℓ|
−α
β−1 d

−2
β−1
iℓ + δ− 2

β−1

, mi∅ = 1 −
∑

j

mij. (3.19)

Nous remarquons que l’hypothèse sur les contraintes sont vérifiées :

∀i, j[1, n] × [1, 2c], mij ≥ 0,
n∑

i=1
mij > 0
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.

Pour la minimisation de V , la distance utilisée à l’itération est formulée

d2
ij = (xi − 1

|Aj|

c∑
ℓ=1

sℓjvℓ)⊤Sj(xi − 1
|Aj|

c∑
ℓ=1

sℓjvℓ),

M , S sont fixés. On ne s’intéresse qu’aux centroïdes des classes et non aux sous-
ensembles. Le Lagrangian associé à V est la fonction JECM en V

L(V) =
n∑

i=1

∑
Aj ̸=∅

|Aj|αmβ
ijd

2
ij +

n∑
i=1

δ2mβ
i∅.

La condition d’optimalité du premier ordre revient à annuler le gradient de L(V) :

∂L(V)
∂vℓ

=
n∑

i=1

∑
Aj ̸=∅

|Aj|αmβ
ij

−2sℓj

|Aj|
Sj(xi − 1

|Aj|

c∑
l=1

sljvl) = 0, ∀ℓ ∈ [1, c].

⇐⇒
c∑

l=1

n∑
i=1

∑
Aj ̸=∅

|Aj|α−2mβ
ijsℓjsljSjvl =

n∑
i=1

∑
Aj ̸=∅

|Aj|α−1mβ
ijsℓjSjxi.

A partir de ces équations, nous pouvons écrire un système linéaire. Pour cela, il est
nécessaire de vectoriser la matrice des objects X en un vecteur x de taille (nnd × 1)
et de vectoriser V en un vecteur v de taille (cnd × 1). Le système linéaire à résoudre
est

Gv = F x, (3.20)

avec les deux matrices F , G de dimensions (cnd × nnd), (cnd × cnd) :

F =


F 1,1 . . . F 1,n

... . . . ...
F c,1 . . . F c,n

 , G =


G1,1 . . . G1,c

... . . . ...
Gc,1 . . . Gc,c

 ,

formées par,

F ℓ,i =
∑

Aj ̸=∅

|Aj|α−1mβ
ijsℓjSj, Gℓ,l =

n∑
i=1

∑
Aj ̸=∅

|Aj|α−2mβ
ijsℓjsljSj.

Enfin, les centroïdes des sous-ensembles peuvent-être mis à jour avec la formule bary-
centrique,

vj = 1
|Aj|

c∑
ℓ=1

sℓjvℓ. (3.21)

68



3.2. MÉTHODE D’OPTIMISATION ALTERNÉE 69

Nous supposons désormais M , V fixés, et utilisons la distance

d2
ij = (xi − vj)⊤ 1

|Aj|

c∑
ℓ=1

sℓjSℓ(xi − vj),

pour la mise à jour des S de chaque classe. Le Lagrangien associé est

L(S) =
n∑

i=1

∑
Aj ̸=∅

|Aj|αmβ
ijd

2
ij +

n∑
i=1

δ2mβ
i∅ +

c∑
ℓ=1

λℓ(1 − det(Sℓ)).

L’optimisation est similaire à FCM avec ∀ℓ ∈ [1, c]

Sℓ = det(Σℓ)
1
p Σ−1

ℓ , (3.22)

avec la matrice de variance-covariance

Σℓ =
n∑

i=1

∑
Aj ̸=∅

sℓj|Aj|α−1mβ
ij(xi − vj)(xi − vj)⊤.

En utilisant la formule barycentrique, nous pouvons calculer la matrice de Mahalanobis
de chaque sous-ensemble non vide Aj,

Sj = 1
|Aj|

c∑
ℓ=1

sℓjSℓ. (3.23)

Algorithme
L’algorithme 4 présente l’optimisation alternée appliquée à ECM. La condition d’arrêt
est similaire à celle de l’algorithme 3 FCM. On vérifie la stabilisation de la partition,
avec l’erreur absolue entre deux matrices M successives. L’initialisation peut être aléa-
toire avec la génération aléatoire des centroïdes V0 ou de la partition crédale M 0. Elle
peut aussi être intelligente, par exemple en appelant la méthode FCM, algorithme 3.
En ce qui concerne la complexité, la mise à jour des matrices Vℓ nécessite la forma-
tion d’un système linéaire suivi de sa résolution, ce qui a une complexité de l’ordre de
O(cn2c−1 + (cnd)3). La formulation des matrices de variance-covariance floues et leur
inversion coûtent O(c2n−1nn2

d + cn3
d). Enfin, la mise à jour de la partition M nécessite

O(n22c−2n2
d) opérations. Ainsi, après t itérations, la complexité temporelle totale de

la méthode est O(t(n22c−2n2
d + (cnd)3)). En ce qui concerne la complexité spatiale, les

variables ont des tailles respectives de nnd pour X, n2c−1 pour U , 2c−1nd pour V et
2c−1n2

d pour S. De plus, les matrices F et G ont des dimensions de cndnnd et (cnd)2. Par
conséquent, la complexité spatiale totale d’ECM est en O(nnd +n2c−1 +2c−1n2

d +ncn2
d).
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Algorithme 4 ECM par AO.
Entrée : X les données, c le nombre de classes, α,β,δ.
Sortie : M k,Vk,Sk

1: err = 1, k = 0,
2: M 0 initialisation aléatoire ou FCM.
3: tant que err > 10−3 faire
4: k = k + 1
5: Calcul de Vk

ℓ (3.20) (résolution du système linéaire) :

Gk−1vk = F k−1x.

6: Calcul de Vk
j (3.21) (formule barycentrique) :

vk
j = 1

|Aj|

c∑
ℓ=1

sℓjv
k
ℓ .

7: Calcul de Sk
ℓ (3.22) :

Σk
ℓ =

n∑
i=1

∑
Aj ̸=∅

sℓj|Aj|α−1
(
mk−1

ij

)β
(xi − vk

j )(xi − vk
j )⊤,

Sk
ℓ = det(Σk

ℓ )
1
p

(
Σk

ℓ

)−1
.

8: Calcul de Sk
j (3.23) (formule barycentrique) :

S
k

j = 1
|Aj|

c∑
ℓ=1

sℓjS
k
ℓ .

9: Calcul de M k (3.19) :

∀i, Aj ̸= ∅, mk
ij =

|Aj|
−α
β−1 ((xi − vk

j )⊤S
k

j (xi − vk
j ))

−2
β−1∑

Al ̸=∅ |Al|
−α
β−1 ((xi − vk

l )⊤S
k

l (xi − vk
l ))

−2
β−1 + δ− 2

β−1
, mk

i∅ = 1−
∑

j

mk
ij.

10: err =∥ M k − M k−1 ∥
11: fin tant que
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3.3 Méthode du gradient proximal accéléré

3.3.1 Méthode
Dans le cas d’une fonction non différentiable, les techniques conventionnelles d’opti-

misation de descentes de gradient pour résoudre le problème ne sont plus applicables.
Soit f une fonction convexe décomposable de Rn dans R,

minxf(x) = f1(x) + f2(x), (3.24)

avec f1 différentiable mais pas f2. Il est impossible de dériver la fonction f2. Pour
résoudre ce problème, les méthodes adaptées, comme la méthode du gradient proximal
accéléré, utilisent l’opérateur proximal pour exploiter la convexité de la fonction à
minimiser. En effet, cet opérateur permet de prendre en compte la structure convexe
de la fonction tout en gérant les termes non différentiables de manière efficace.

Définition 3.3.11: Opérateur proximal

Soit f une fonction convexe de Rn dans R, l’opérateur proximal proxf de f ,
Rn −→ Rn,

proxf (x) = argmin
y

(
f(y) + 1

2 ∥ x − y ∥2
2

)
, (3.25)

L’opérateur proxf,r de f avec la pénalité r, Rn −→ Rn

proxf,r(x) = argmin
y

(
f(y) + r

2 ∥ x − y ∥2
2

)
, (3.26)

où ∥ . ∥2
2 est la norme euclidienne.

Les opérateurs proximaux sont une généralisation des projections dans le cas particulier
où f = IC est une fonction indicatrice d’un ensemble convexe C, proxf = ∏

C . Ce qui
leur confère de nombreuses propriétés [111]. L’opérateur proximal de f peut également
être interprété comme une sorte de pas de gradient pour la fonction f .
Ces méthodes sont itératives, partant d’un x0, l’itération k + 1

xk+1 = proxf2,tk

(
xk − tk∇f1(xk)

)
. (3.27)

Ces méthodes sont appelées méthodes de gradient proximal puisqu’on retrouve la
formulation d’une méthode de descente de gradient :

xk+1 = xk − tkGtk(xk),

avec le gradient généralisé de f ,

Gt(x) = x − proxf2,t (x − t∇f1(x))
t

= 1
t

(x − t∇f1(x)) .
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De nombreuses recherches ont été menées pour améliorer l’efficacité des méthodes
de gradient. Une approche notable consiste à introduire un concept d’inertie, d’his-
torique des états précédents dans la mise à jour des variables. Cette idée s’inspire de
la physique, où un objet en mouvement conserve son élan et son accélération dans
sa direction. Cette technique vise à accroître la probabilité de convergence vers un
minimum global plutôt que de rester bloqué dans un minimum local ou un point sta-
tionnaire. Les méthodes qui intègrent cette notion d’historique dans leur processus
de mise à jour sont couramment appelées méthodes de type momentum. La quantité
d’informations ajoutés est défini par un hyperparamètre dont sa valeur est entre 0
(descente de gradient) et 1. Cette démarche a été introduite par Nesterov [9,112] dans
le cas des fonctions convexes continues à gradient lipschitzien, qui respectent l’inégalité
(3.28).
Comme la méthode du gradient proximal ressemble à la méthode du gradient, Beck
et Teboulle [10] ont étendu la méthode de Nesterov au gradient proximal dont voici
l’algorithme 5.

Algorithme 5 APG gradient proximal accéléré.
Itération k = 0 : x0 aléatoire , y0 = x0, t0 = 1 et δ > 0
Itération k ≥ 1 :

1: xk = proxf2,δ(yk−1 − δ∇f1(yk−1))
2: tk = 1

2

(
1 +

√
1 + 4t2

k−1

)
3: yk = xk + (tk−1 − 1)(xk − xk−1)/tk

Le paramètre δ est défini comme δ = 1/L, où L est la constante de Lipschitz de ∇f1,
i.e,

∀x, z ∈ Rn, ∥ ∇f1(x) − ∇f1(z) ∥≤ L ∥ x − z ∥ . (3.28)

3.3.2 Convergence
Les méthodes du premier ordre, utilisant la dérivée première, ont besoin de l’hypo-

thèse de la stricte convexité de la fonction objectif. Pour la méthode de Nesterov, le
taux de convergence de l’algorithme est de O(1/k2), plus rapide qu’une descente de
gradient standard O(1/k) [9] (voir le théorème 3.3.4). D’autres travaux, comme celui
de Necaora et al. tentent d’assouplir l’hypothèse de stricte convexité [113].
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Théorème 3.3.4: Taux de convergence du Gradient Proximal Accéléré

Soit f une fonction continue, convexe et ∇f1 est L-Lipschitzienne, pour n’importe
quel minimiseur x∗, la séquence xk générée par l’algorithme 5, avec δ = 1/L est
telle que

f(xk) − f(x∗) ≤ 2L

k2 ∥ x0 − x∗ ∥2,

pour tout k ≥ 0.

Bien que plus rapide que la descente de gradient, cette méthode perd la propriété de
monotonies de la valeur de la fonction objectif car elle peut augmenter. Dans ce cas, on
parle de "rebond". Pour éviter cela, il est nécessaire de faire des redémarrages, repartir
du point précédent l’algorithme (tk = 1 =⇒ yk = xk−1). O’Donoghue et Candès [114]
proposent deux schémas de redémarrage adaptatif qui suggère une amélioration de la
convergence par rapport à des redémarrages à pas fixe (tous les k itérations).
Schéma de la fonction

f(xk+1) > f(xk).
A chaque itération k + 1 où la fonction n’est pas minimisée (début du rebond), l’algo-
rithme redémarre avec le point précédent xk.
Schéma du gradient

∇f1(yk)⊤(xk+1 − xk) > 0.

A chaque itération k+1 où l’inertie semble entraîner la minimisation dans une mauvaise
direction (gradient négatif), l’algorithme redémarre avec le point précédent xk. Le
deuxième schéma est plus intéressant pour la complexité spatiale et temporelle de
l’algorithme puisque chaque quantité de la formule est disponible.

3.3.3 Applications
La descente de gradient accéléré est utilisée dans divers domaines comme en traite-

ment des signaux et en apprentissage automatique [115], pour la résolution d’équations
aux dérivées partielles [116]. Plus récemment pour la restauration d’images, son effi-
cacité et sa précision ont été démontrées [117]. Elle est aussi utilisée en apprentissage
profond pour optimiser les poids des réseaux neuronaux [118].
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3.4 Méthode des directions alternées et multiplica-
teurs

3.4.1 Méthode d’Uzawa
Nous souhaitons résoudre le problème avec les contraintes d’égalité (3.1)-(3.2). Pour

rappel :

min
x

f(x),

sous les contraintes,

h(x) = 0,

x ∈ Rn,

où la fonction objectif f : Rn → R est supposée continue et différentiable, et les
contraintes d’égalité modélisées par la fonction h : Rn → Rm.
Nous souhaitons résoudre ce problème par son problème dual de Lagrange associé.
Soit J la fonction duale,

J(λ) = inf
x

L(x, λ) = f(x) + λ⊤h(x).

Le problème dual est alors,
max
λ≥0

J(λ).

Pour se faire, nous pouvons utiliser la méthode d’Uzawa. Elle est l’équivalent dual de
la méthode de descente de gradient et est ainsi appelée méthode de montée duale, dual
ascent method, puisqu’elle maximise le problème dual. C’est un algorithme itératif de
type Uzawa de la forme suivante

λk+1 = λk + ρkνk,

où ρk > 0 est le pas et νk est la direction de recherche telle que,

⟨∇J(λk), νk⟩ > 0.

Une simple direction de montée est νk = ∇J(λk). Pour une direction donnée, le pas
recherché maximise la fonction ϕ(ρ) = J(λk + ρνk).

3.4.2 Méthode du Lagrangien augmenté
La méthode du Lagrangien augmenté, développée par Hestenes [119] et Powell [120]

transforme un problème d’optimisation sous contraintes en un problème d’optimisa-
tion sans contraintes [93, 121]. Cette méthode s’inspire des méthodes de pénalité qui
supprime les contraintes du problème par l’ajout d’une fonction pénalité dans la fonc-
tion objectif. La nouvelle fonction est appelée le Lagrangien augmenté.
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Définition 3.4.12: Lagrangien augmenté

Soit le problème d’optimisation (3.1)-(3.2), soit le vecteur multiplicateur de La-
grange λ ∈ Rm, λ ≥ 0, le Lagrangien augmenté Lr : Rn ×Rm → R est la fonction

Lr(x, λ) = L(x, λ) + r

2 ∥ h(x) ∥2
2= f(x) + λ⊤

i hi(x) + r

2 ∥ h(x) ∥2
2, (3.29)

où ∥ . ∥2 est la norme associée à Rnet où r > 0 est appelée paramètre de pénalité.

La méthode du Lagrangien augmenté est une méthode itérative qui utilise le forma-
lisme de la méthode d’Uzawa où le pas choisi est le terme de pénalité r et la direction
de descente est la valeur de la contrainte d’égalité h(x), voir l’algorithme 6 d’Uzawa
pour le Lagrangien augmenté. Elle est initialisée avec des valeurs choisies pour les
multiplicateurs et le terme de pénalité qui peut être adapté selon le résidu primal ou
le résidu dual [122].

Algorithme 6 Lagrangien augmenté.
Itération k = 0 : λ0 donnée et r0 > 0
Itération k ≥ 1 :

1: xk = argmin
x

Lr(x, λk−1)

2: λk = λk−1 + rk−1h(xk)
3: Mise à jour de rk

Le terme de pénalité r est l’hyperparamètre de cette méthode, c’est aussi son avantage
principal car il n’est pas nécessaire de l’augmenter jusqu’à l’infini pour obtenir une
convergence contrairement à la méthode de pénalisation intérieure. La précision de
l’estimation du multiplicateur de Lagrange s’améliore à chaque étape. Les bonnes
performances de cette méthode ont été illustrées par les travaux de Miele et al. [123,
124].

3.4.3 La méthode des directions alternées
La méthode des directions alternées, ou ADMM pour Alternating Direction Method

of Multipliers, a été développée dans les années soixante-dix par Glowinski et Mar-
rocco [7] et par Gabay et Mercier [8]. L’idée de la méthode ADMM est d’utiliser
un processus de décomposition-coordination en vue de résoudre plus facilement les
problèmes complexes. La décomposition permet de résoudre des sous-problèmes plus
simples plutôt qu’un seul gros problème (processus similaire à Gauss-Seidel). Il existe
plusieurs méthodes utilisant des schémas de fractionnement "splitting scheme" comme
Douglas-Rachfor splitting [125]. La coordination est réalisée par les multiplicateurs
de Lagrange. Cette méthode est une version du Lagrangien augmenté par bloc, aussi
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appelée Uzawa bloc relaxation [126].
Le problème qui nous intéresse dans cette partie est défini comme,

min
x,z∈X ⊆Rn

f(x, z) = f1(x) + f2(z),

sous la contrainte Ax − Bz = 0.

où f1, f2 : X −→ R sont deux fonctions convexes et f1 différentiable et f2 différentiable
ou non.
Le Lagrangien augmenté associé à ce problème est

Lr(x, z, λ) = f1(x) + f2(z) + λ⊤(Ax − Bz) + r

2 ∥ Ax − Bz ∥2
2 . (3.30)

L’algorithme 7 de la méthode des directions alternées reprend exactement les même
étapes que celui du Lagrangien augmenté en décomposant la résolution du problème
variable par variable : "directions alternées" (procédure type Gauss-Seidel). Chaque
sous-problème considère la minimisation d’une seule variable, une seule direction, les
autres variables sont fixées. Quand toutes les directions ont été explorées, la mise à
jour des multiplicateurs de Lagrange permettent de coordonner les variables.

Algorithme 7 ADMM directions alternées.
Itération k = 0 : λ0, z0 donnée et r > 0
Itération k ≥ 0 :

1: xk = argmin
x

Lr(x, zk−1, λk−1)

2: zk = argmin
z

Lr(xk, z, λk−1)

3: λk = λk−1 + r(xk − zk)
4: Mise à jour de r

ADMM exploite son plein potentiel pour la minimisation de fonction décomposable.
Dans ce cas, l’ajout de variables auxiliaires pour séparer les variables originales per-
met la reformulation du problème et sa résolution en sous-problème plus simple. Par
exemple, prenons un problème d’optimisation convexe séparable sans contrainte,

min
x∈X ⊆Rn

f(x) = f1(x) + f2(x).

Il est possible de reformuler le problème en ajoutant une variable auxiliaire (z ∈ Rn)
pour séparer la fonction objectif en deux parties indépendantes,

min
x,z∈X ⊆Rn

f(x, z) = f1(x) + f2(z),

sous la contrainte x − z = 0.
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En pratique, le choix des variables auxiliaires revêt une grande importance pour la
performance de cette méthode. Pour tirer pleinement partie de la décomposition, il
est judicieux de sélectionner des variables qui simplifient au maximum la résolution
des sous-problèmes. En revanche, si les variables auxiliaires sont mal introduites, le
problème peut devenir non convexe.
Enfin, si la décomposition conduit à des sous-problèmes indépendants et de complexité
temporelle équivalente, il devient intéressant d’envisager la parallélisation de leur ré-
solution.

3.4.4 Convergence
Dans le cadre des fonctions convexes, Glowinski [127] énonce les hypothèses néces-

saires à la convergence de l’algorithme (voir [128, théorème 4.1]). Pour les fonctions
multi-convexes, une formulation spécifique de l’ADMM ainsi que certaines hypothèses
garantissent la convergence vers un point de Nash avec un taux de convergence en
o(1/k) équivalent au cas convexe [129]. Le point de Nash est un point d’équilibre in-
troduit par John Forbes Nash en théorie des jeux.

Définition 3.4.13: Point de Nash

Pour la fonction f , x̃ = {x̃1, . . . , x̃n} est un point de Nash s’il vérifie :

∀i ∈ [1, n], ∀xi ∈ Xi(x̃1, . . . , x̃i−1, x̃i+1, x̃n),
f(x̃) ≤ f(x̃1, . . . , x̃i−1, xi, x̃i+1, x̃n).

En optimisation, le point de Nash peut être interprété comme une condition d’opti-
malité locale. Lorsque l’on optimise une variable tout en fixant les autres, le point de
Nash assure l’optimalité de cette variable.

Pour le cas non convexe, la convergence de l’algorithme a été démontrée pour des cas
particuliers [130–132], notamment en respectant l’inégalité de Kurdyka–Lojasiewicz
(KL). Souvent considérée comme un cas particulier de la méthode du Lagrangien aug-
menté, elle est également étudiée comme équivalente à la méthode de Douglas-Rachford
Splitting [133]. Plus simplement, Koko [134] propose une boucle interne sur la mise
à jour des variables primales (5 par défaut) dans le but d’assurer la diminution du
Lagrangien augmenté : soit à l’itération k, Lr(xk, zk, λk−1) < Lr(xk−1, zk−1, λk−1).

Comme pour tout hyperparamètre, la valeur du terme de pénalité r est générale-
ment cruciale à l’exception du cas convexe avec deux blocs, où l’algorithme converge
pour n’importe quelle pénalité strictement positive, r > 0 [135]. Même dans un cas
convexe avec trois blocs, le choix de sa valeur est primordiale [136]. Lorsque la pé-
nalité est trop faible, l’algorithme risque de diverger mais il n’est pas nécessaire de
l’augmenter jusqu’à l’infini pour obtenir convergence. C’est l’avantage du Lagrangien
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augmenté. En outre, il est possible d’adapter à chaque itération la pénalité selon le
résidu primal et dual [122]. Wolheber propose une étude plus approfondie des pénalités
adaptatives [137].

3.4.5 Applications
Ces méthodes sont approfondies dans [128] et [122]. Ces ouvrages présentent et citent

de nombreuses applications pratiques dans divers domaines.

En mécanique [128,135,138–140], ADMM est appliqué avec succès. Dans le contexte
de la mécanique, ADMM offre des avantages significatifs en terme de précision et
d’efficacité pour résoudre ces problèmes complexes.

Dans le domaine du machine learning, ADMM a également été appliqué [126, 134].
Il est largement utilisé pour des tâches telles que la restauration d’images [122, 141],
où il permet de restaurer des images dégradées en réduisant le bruit et en améliorant
la qualité visuelle. La méthode est également employée pour la régression avec des
normes non différentiables [122,142]

3.5 Comparaison des méthodes

3.5.1 Théorie
Cette section présente un comparatif des méthodes d’optimisation présentées dans la

section précédente.

La modularité de résolution, offerte par l’optimisation alternée (AO), permet une
simplification de la résolution et un potentiel parallélisme des calculs. Son application
en classification non supervisée est particulièrement pertinente. En effet, son problème
associé présente une décomposition naturelle des variables.

Cependant, le manque de coordination entre les variables dans cette méthode peut
poser des difficultés. La convergence globale n’est pas garantie pour les fonctions non
convexes, ce qui constitue une limitation importante de l’utilisation de l’optimisation
alternée. C’est là que la méthode ADMM se distingue. En effet, ADMM simplifie
le problème en le décomposant en sous-problèmes à l’aide de variables auxiliaires et
coordonne ces variables à l’aide de multiplicateurs de Lagrange, ce qui garantit de
bonnes propriétés de convergence globale. De plus, cette méthode s’applique très bien
aux problèmes séparables. Elle exploite non seulement la décomposition naturelle des
variables, mais aussi la décomposition de la fonction objectif, vue comme la somme de
fonctions indépendantes. Toutefois, il est important de noter que l’ADMM est sensible
aux hyperparamètres.
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Le plein potentiel d’ADMM et d’AO dépend de la nature intrinsèque du problème.
Ces méthodes sont sensibles à la manière dont les variables sont décomposées, ce qui
peut avoir un impact significatif sur la qualité de la convergence et la complexité
computationnelle des sous-problèmes.

Le gradient proximal accéléré (APG) n’est pas une méthode de résolution de type
Gauss-Seidel. Son application se limite à la résolution de problèmes univariés, ce qui
signifie qu’elle ne peut pas décomposer un ensemble de variables. Cependant, à l’instar
de l’ADMM, cette méthode tire pleinement parti des fonctions objectif séparables,
en particulier lorsque certaines parties de la fonction ne sont pas différentiables. Ses
principaux avantages résident dans sa rapidité de convergence et sa stabilité pour les
fonctions convexes.

Dans la section 5.3, le tableau 5.14 reprend les avantages et inconvénients théoriques
mais aussi pratiques de ces méthodes.

3.5.2 Exemple démonstratif : paraboloïde hyperbolique
Dans l’intention de comparer, les méthodes d’optimisation alternée (AO), des direc-

tions alternées (ADMM) et du gradient proximal accéléré (APG), nous étudions le
problème suivant : soit la fonction définie f de l’ensemble compact K = K1 × K2 =
[−10, 10] × [−10, 10] dans R2 voir la figure 3.5.1,

min
x∈K

f(x) = x2
1 + 0.2x1x2 − x2

2 + 6x2.

(3.31)

Méthode d’optimisation alternée (AO)
Notons que x ∈ K peut s’écrire sous les contraintes d’inégalités

x1 − 10 ≤ 0,

−x1 − 10 ≤ 0,

x2 − 10 ≤ 0,

−x2 − 10 ≤ 0.

Afin d’appliquer cette méthode, il est préalablement nécessaire de décomposer l’en-
semble x des variables. La seule décomposition possible est x1 = (x1) et x2 = (x2).
Les sous-problèmes sont résolus en calculant les conditions d’optimalité du premier
ordre. Soit le Lagrangien associé à f ,

L(x, λ) = f(x) + λ1+(x1 − 10) + λ1−(−x1 − 10) + λ2+(x2 − 10) + λ2−(−x2 − 10).
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(a) en 3D.
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(b) en 2D.

Figure 3.5.1 – Représentation de f (paraboloïde hyperbolique).

Nous supposons qu’à chaque itération les contraintes sont respectées, ∀k, xk ∈ K donc
λ = 0. Les conditions d’optimalité sont réduites à la fonction objectif. Il suffit de
l’annuler pour la mise à jour des variables, ∂f

∂x1
= 2x1 + 0.2x2 et ∂f

∂x2
= 0.2x1 − 2x2 + 3.

Ainsi, partant d’un x0 ∈ K, les mises à jour des variables sont :
1. xk+1

1 = −0.1xk
2

2. xk+1
2 = 0.1xk+1

1 + 3
Nous vérifions que les contraintes sont bien toujours respectées.

Méthode du gradient proximal accéléré (APG)
La condition x ∈ K est remplacée par une fonction indicatrice correspondante IK.
Son opérateur proximal associé proxIK est la projection sur l’ensemble IK : ∏K =(

min(max(x1, −10), 10)
min(max(x2, −10), 10)

)
.

D’autre part f est Lipzitchienne de constance L =
√

4, 04.
En effet, nous avons,

∇f(x) =
(

2x1 + 0.2x2
0.2x1 − 2x2 + 3

)
.

donc

∥ ∇f(x) − ∇f(y) ∥ = ∥
(

2(x1 − y1) + 0.2(x2 − y2)
0.2(x1 − y1) − 2(x2 − y2)

)
∥

=
√

(2(x1 − y1) + 0, 2(x2 − y2))2 + (0, 2(x1 − y1) − 2(x2 − y2))2

=
√

4, 04 ((x1 − y1)2 + (x2 − y2))
≤

√
4, 04 ∥ x − y ∥ .

Partant de x0 = y0 aléatoire t1 = 1 et δ = 1
L

, à chaque itération k
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1. xk+1 = ∏
K(yk − δ∇f(yk))

2. tk+1 = 1
2

(
1 +

√
1 + 4t2

k

)
3. yk+1 = xk+1 + (tk − 1)(xk+1 − xk)/tk+1.

Méthode des directions alternées (ADMM)
L’idée est de séparer les variables x1 et x2 dans l’intention de décomposer le problème
en sous-problèmes plus simples à résoudre. Nous introduisons une variable auxiliaire,
z1, stockée dans le vecteur des variables auxiliaires z = (z1) . Le problème est réécrit

min
x,z∈K,K2

f(x1, z1) = x2
1 + 0.2x1z1 − z2

1 + 6z1, (3.32)

avec la contrainte x2 − z1 = 0.
Le Lagrangien augmenté associé est

Lr(x, z, λ, γ) = L(x, λ) + γ(x2 − z1) + r

2 ∥ x2 − z1 ∥2
2 .

Appliquer la méthode ADMM, revient à décomposer la minimisation selon les variables
du problème x et auxiliaires z puis à les coordonner grâce au multiplicateur γ. Par
l’ajout de la variable auxiliaire z1 nous avons isolé les variables x1 et x2. Cela permet
de décomposer également la minimisation de x.

1. xk = argmin
x

Lr(x, zk−1, λk−1, γk−1) ⇐⇒


xk

1 = argmin
x1

Lr(x1, zk−1, λk−1)

xk
2 = argmin

x2
Lr(x2, λk−1)

2. zk = argmin
z

Lr(xk, z, γk−1) ⇐⇒ ∂Lr(xk,z1,γk−1)
∂z1

= 0

⇐⇒ zk
1 = 1

2+r
((0.2 + r)xk+1

1 + 6 − γk−1))
3. γk = γk−1 + rk−1(xk

2 − zk
1 ).

Pour x1 les conditions d’optimalité KKT s’écrivent :
2x1 + 0.2zk−1

1 + λ1+ − λ1− = 0,
λ1+(x1 − 10) = 0,
λ1−(−x1 − 10) = 0.

(3.33)

Les deux dernières équations sont les conditions de complémentarité.
En résolvant

xk
1 = 1

2(λk−1
1− − 0.2zk−1

1 − λk−1
1+ ),

trois cas sont alors possibles,
— Soit xk

1 ∈] − 10, 10[=⇒ λk
1+ = λk

1− = 0,
— Soit xk

1 ≤ −10 alors on pose xk
1 = −10 =⇒ λk

1+ = 0, λk
1− = −20 + 0.2zk−1

1 ,
— Soit xk

1 ≥ 10 alors on pose xk
1 = 10 =⇒ λk

1+ = −20 − 0.2zk−1
1 , λk

1− = 0.
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Pour x2 les conditions d’optimalité KKT s’écrivent :
λ2+ − λ2− + γk−1 + r(x2 − zk−1

1 ) = 0,
λ2+(x2 − 10) = 0,
λ2−(−x2 − 10) = 0.

(3.34)

Les deux dernières équations sont les conditions de complémentarité.
En résolvant

xk
2 = 1

r
(λk−1

2− − λk−1
2+ − γk−1) + zk−1

1 ,

trois cas sont alors possibles,
— Soit xk

2 ∈] − 10, 10[=⇒ λk
2+ = λk

2− = 0,
— Soit xk

2 ≤ −10 alors on pose xk
2 = −10 =⇒ λk

2+ = 0, λk
2− = γk−1 − r(zk−1

1 + 10),
— Soit xk

2 ≥ 10 alors on pose xk
2 = 10 =⇒ λk

2+ = r(zk−1
1 − 10) − γk−1, λk

2− = 0.
Il faut prendre r suffisamment grand ici r = 10.

Résultats
Dans ce test, la condition d’arrêt est ∥xk−xk+1∥

∥xk∥ < 10−6. Les trois algorithmes ont été
testés avec deux initialisations différentes ; au sommet de la fonction x0 = [10, 3] et
[0, 0].
Les tableaux 3.1 et 3.2 présentent la convergence des méthodes : le nombre d’itérations
et la solution du problème x∗. Afin de mieux analyser le comportement des méthodes,
les figures 3.5.2 permettent de suivre le parcours de minimisation : les différentes so-
lutions itératives sont représentées par des losanges rouges et le sens est donné par les
flèches blanches.

— AO : En partant du point culminant de la fonction, l’algorithme d’optimisation
alternée est descendu en quatre itérations vers le col de la fonction xcol = [0, 3].
La méthode converge vers le point stationnaire x̄ de la fonction (∇f(x̄) = 0), x̄ =
xcol. Lorsque le point de départ x0 = [0, 0] est plus bas que le point x̄ (f(x̄) >
f(x0)), la méthode remonte jusqu’au point stationnaire.

— ADMM : Pour le premier test, la méthode passe par le point stationnaire x̄ puis
continue de descendre vers un minimum local xmin = [−1, 10] en un total de
sept itérations. La méthode converge vers un minimum local, qui peut être global
selon l’initialisation. Dans le deuxième test, x0 = [0, 0], la méthode converge vers
le minimum global xmax = [−1, −10] en six itérations.

— APG : De même qu’ADMM, la méthode converge vers un minimum local, xmin

puis xmax. Dans le premier test, l’APG ne passe pas par le point stationnaire x̄
mais s’oriente déjà dans la direction de xmin sous l’effet de l’inertie. Il est impor-
tant de souligner que la pente est symétrique par rapport à la droite passant par
les sommets [10, 3] et [−10, 3], l’orientation d’un côté ou de l’autre est arbitraire.
En prenant une initialisation légèrement plus proche que le minimum global par
exemple x0 = [10, 2.99], la méthode convergerait vers le minimum global (même
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AO APG ADMM
Itérations 4 9 7
Convergence x∗ [0,3] [-1,10] [-1,10]

Tableau 3.1 – Résultats de l’optimisation selon les différentes méthodes x0 = [10, 3].

AO APG ADMM
Itérations 5 9 6
Convergence x∗ [0,3] [1,-10] [1,-10]

Tableau 3.2 – Résultats de l’optimisation selon les différentes méthodes x0 = [0, 0].

observation pour ADMM ). L’inertie accumulée pendant la descente peut expli-
quer le nombre d’itérations plus important qu’ADMM pour atteindre la stabilité.
L’inertie initiale dépendant de la pente à l’origine, on observe clairement qu’avec
la deuxième initialisation, le premier déplacement est plus petit.

3.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons introduit l’optimisation mathématique et ses notions

fondamentales. Nous avons présenté trois méthodes applicables aux modèles de clas-
sification non supervisée : l’optimisation alternée, la méthode des directions alternées
et la méthode du gradient accéléré. À l’aide d’un exemple simple, nous avons illustré
les avantages et les inconvénients de ces méthodes. L’optimisation alternée est simple
à mettre en œuvre en classification non supervisée, mais sa convergence vers un point
stationnaire ne garantit pas nécessairement une convergence vers un point-selle. Dans
ce contexte, l’utilisation de méthodes plus sophistiquées comme ADMM et APG se
révèle pertinente.
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(a) AO | x0 = [10, 3] → x4 = [0, 3].
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(b) AO | x0 = [0, 0] → x5 = [0, 3].

-10 -5 0 5 10

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

(c) APG | x0 = [10, 3] → x9 = [−1, 10].

-10 -5 0 5 10

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

(d) APG | x0 = [10, 3] → x9 = [1, −10].
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(e) ADMM | x0 = [10, 3] → x7 = [−1, 10].
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(f) ADMM | x0 = [0, 0] → x6 = [1, −10].

Figure 3.5.2 – Affichage du parcours des méthodes d’optimisation.
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Les mesures d’évaluation permettent d’évaluer la qualité du partitionnement des don-
nées, et nous en avons présenté quelques-unes dans la section 2.5. Cependant, il est
essentiel de choisir des mesures qui tiennent compte des spécificités des algorithmes de
classification non supervisée. La distance de Mahalanobis est une caractéristique parti-
culière des modèles étudiés dans notre recherche. Malheureusement, aucun des indices
existants ne peut évaluer correctement les partitions générées par ces algorithmes.
Dans ce chapitre, nous illustrons la problématique rencontrée (section 4.1), nous dé-
taillons notre approche et la mesure que nous proposons (section 4.2). Enfin, les résul-
tats démontrent la pertinence de notre nouvel indice et ses limites (section 4.3).

4.1 Problématique
Pour HCM et ses variantes, les mesures évaluent la similarité et/ou la compacité.

Comme la plupart des extensions de HCM emploient la distance euclidienne, les me-
sures sont généralement conçues pour cette distance. Dans le cas de l’utilisation de
la distance exponentielle, Gath et Geva ont proposé deux mesures [64] évaluant le
volume de l’ellipse det(S) : Fuzzy Hypervolume et Average Partition Density. Ils ont
développé ces indices dans le cadre de leur modèle basé sur une distance exponentielle
sans contrôle du déterminant de la matrice S. En revanche, dans le modèle de Gustaf-
son et Kessel [61] le volume de l’ellipse (le déterminant) est constant, par défaut fixé
à det(S) = 1.

A ce jour, il n’existe aucune mesure évaluant géométriquement la séparabilité/com-
pacité de la partition à l’aide d’une distance adaptative qui permettraient de tenir
compte des formes ellipsoïdales.
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Nous avons donc décidé d’améliorer l’indice de Xie et Beni (2.48) [6] puisqu’il est très
répandu dans la littérature [143–146] et qu’il évalue à la fois la compacité et la sépa-
rabilité d’une partition floue et sa formulation est aisément adaptable. L’amélioration
doit tenir compte de la distance de Mahalanobis, spécificité de notre modèle étudié.

4.2 Amélioration de XB : XBMW

Pour rappel, l’indice de Xie-Beni est calculé en employant le rapport compacité /
séparabilité :

XB = compacité
séparabilité =

∑c
j=1

∑n
i=1 um

ij ∥ vj − xi ∥2

n × min
j ̸=j′

(∥ vj − v′
j ∥2) . (4.1)

4.2.1 Étude de la compacité
La compacité est définie par extension de l’indice PC [84] (éq. 2.43), où les degrés

d’appartenance sont multipliés par la distance au centre de gravité :

compacité(XB) = 1
n

c∑
j=1

n∑
i=1

u2
ij(xi − vj)⊤(xi − vj). (4.2)

Exemple 4.2.1: Analyse de la compacité

Considérons un jeu de données en deux dimensions comportant deux classes bien
distinctes, illustré dans la 4.2.1. Les classes sont définies par leur centre de gravité
v et matrice de covariance Σ :

1. ω1 : v1 = [−2, 0], Σ1 =
(

1 0
0 1

)
,

2. ω2 : v2 = [2, 0], Σ2 =
(

2 0
0 0.5

)
.

Les objets sont distribués aléatoirement grâce à la fonction mvrnd de MATLAB.
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Figure 4.2.1 – Ensemble de données à deux classes.

La première classe ω1, à gauche, a une structure sphérique, tandis que la seconde
est de forme ellipsoïdale. Les algorithmes FCM et GK ont été appliqués à ce jeu
de données et les matrices de co-variances obtenues sont présentées sur la figure
4.2.1.
Pour la première classe ω1, les deux méthodes détectent la même structure. La
compacité est donc la même. Pour la seconde classe ω2, la méthode GK détecte
mieux la forme réelle de la classe et devrait avoir une meilleure compacité que
l’algorithme FCM. Néanmoins, comme la compacité mesurée par l’indice de Xie-
Beni utilise la distance euclidienne, les valeurs sont similaires.

Nous remarquons que la compacité correspond à la fonction objectif de Fuzzy C-means
divisée par le nombre d’objet n. Pour rappel, HCM minimise les distances intra-classes,
donc la compacité. Nous proposons comme nouvelle formule de compacité d’utiliser la
fonction objectif de Gustafson et Kessel (éq. 2.31) divisée par n :

compacité(M) = 1
n

c∑
j=1

n∑
i=1

u2
ij(xi − vj)⊤Sj(xi − vj). (4.3)

La distance intra-classe de l’indice est désormais la distance de Mahalanobis qui géné-
ralise la distance euclidienne. Ainsi, lorsque toutes les classes ont une forme sphérique,
Sj = I, ∀j ∈ [1, c], la nouvelle mesure de compacité est identique à la mesure de com-
pacité de l’indice de Xie Beni.
Nous vérifions la justesse de cette nouvelle formulation avec l’exemple de la figure 4.2.1.
La compacité de la première classe, ω1, est toujours identique pour les deux modèles,
mais la compacité de la seconde classe, ω2, est réduite pour GK. Ainsi, la compacité
de la partition générée par GK est plus faible. D’après le tableau 4.1, nous retrouvons
numériquement ce résultat avec la nouvelle formulation.
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FCM GK
compacité(XB) 0.71 0.71
compacité(M) 0.71 0.42

Tableau 4.1 – Comparaison de la compacité.

4.2.2 Étude de la séparabilité
La séparabilité correspond à la distance euclidienne minimale entre deux centroïdes.

Cette formulation est identique à celles existantes pour les indices de Dunn D (éq.
2.40) et Davies-Bouldin DB (éq. 2.41) :

séparabilité(XB) = min
j,k∈[1,c],j ̸=k

∥ vj − vk ∥2
2 . (4.4)

Pour une classe sphérique, chaque attribut a la même importance. Cependant, avec
les formes ellipsoïdales, nous disposons d’informations sur l’importance des attributs
pour chaque classe. En évaluant la séparabilité avec la distance euclidienne, l’indice
annule tout l’avantage du modèle GK.

Exemple 4.2.2: Analyse de la séparabilité

Prenons l’exemple de trois classes dont la deuxième et la troisième partagent le
même centroïde mais ont des ellipses différentes (cf. figure 4.2.2) :

1. ω1 : v1 = [−2, 0], Σ1 =
(

3 0
0 1

)
.

2. ω2 : v2 = [2, 0], Σ2 =
(

3 0
0 1

)
.

3. ω3 : v2 = v3 = [2, 0], Σ3 =
(

1 0
0 3

)
.
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Figure 4.2.2 – Deux classes partageant le même centroïde mais ayant deux
formes différentes.

Comme v2 = v3, la distance euclidienne d(ω1, ω2) entre les classes 1 et 2 est la
même qu’entre les classes 1 et 3, d(ω1, ω2) = d(ω1, ω3). Or nous remarquons dans
cet exemple que la classe 3 accorde beaucoup plus d’importance à l’attribut porté
par l’axe des ordonnées, contrairement aux deux autres classes. Les classes 1 et
2 sont plus proches, la partition formée par les classes 1 et 2 est moins séparable
que celle formée par les classes 1 et 3.

Pour mesurer la distance entre deux classes ellipsoïdales, nous devons prendre en
compte à la fois leur centre de gravité v et leur matrice S. En vue de comparer deux
ellipses, nous avons considéré les classes ω(v, S) comme des distributions gaussiennes
multivariées N (µ, Σ) : la moyenne étant le centroïde µ = v et la matrice de variance-
covariance étant l’inverse de la matrice de distance Σ = S−1. Cette association nous
ouvre les portes d’un domaine bien connu, les mesures de dissimilarité entre deux
distributions. Il en existe de nombreuses : Kullback–Leibler divergence [147,148], Hel-
linger distance [149,150], Bhattacharyya distance [151,152] ...

Nous avons choisi la distance de Wasserstein [153, 154] pour plusieurs raisons. C’est
une vraie métrique contrairement à de nombreuses "pseudo"-distances statistiques qui
ne vérifient pas toutes les propriétés définissant une distance. Il est très important dans
notre cas de respecter l’inégalité triangulaire puisque l’on compare les classes deux à
deux. Elle généralise la distance euclidienne et son interprétation est très simple. Issue
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des travaux sur le problème du transport optimal, cette distance modélise la difficulté
de transposer un tas de terre vers un autre, d’où son autre nom de distance de dépla-
cement de la terre (EMD). Elle somme deux quantités, qui mesure respectivement la
translation (distance euclidienne) et la rotation nécessaire pour passer d’une distribu-
tion à une autre.
La distance de 2-Wasserstein entre les deux gaussiennes g1 = N1(µ1, Σ1) et g2 =
N2(µ2, Σ2) est :

W2(g1, g2)2 =∥ µ1 − µ2 ∥2
2 +tr

(
Σ1 + Σ2 − 2

√
Σ1/2

2 Σ1Σ1/2
2

)
, (4.5)

où ∥ . ∥2 est la norme euclidenne et tr(.) la fonction trace. Ainsi, nous donnons la
distance inter-classe comme la distance 2-Wasserstein entre les deux classes, selon la
formule suivante :

W2(ωj, ωk)2 =∥ vj − vk ∥2
2 +tr

(
S−1

j + S−1
k − 2

√
S

−1/2
k S−1

j S
−1/2
k

)
. (4.6)

La distance de Wasserstein dans ce cas est aussi connue sous le nom de distance
d’inception de Frechet (FID) [155].

Propriétés de la distance de Wasserstein

Proposition 4.2.1: Généralisation de la distance euclidienne

Soit deux gaussiennes g1 = N1(µ1, Σ1) et g2 = N2(µ2, Σ2), ayant la même matrice
de covariance Σ1 = Σ2 alors,

W2(g1, g2)2 = d2(g′
1, g′

2)2, (4.7)

où d2(., .)2 est la distance euclidienne définit dans la section 2.4.2.1. Ainsi dans
le cas où les classes ont la même forme, la distance de Wasserstein se réduit à la
distance euclidienne.

Démonstration. Puisque Σ1 = Σ2, les termes dans la trace s’annulent.

W2(g1, g2)2 = ||µ1 − µ2||22 + Tr
(

Σ1 + Σ2 − 2
√√

Σ1Σ2
√

Σ1

)
= ||µ1 − µ2||22.

Remarquons que lorsque les classes ont toutes une forme sphérique comme dans FCM,
alors toutes les matrices de covariance sont égales entre elles, Σ = I. Dans ce cas, la
distance de Wasserstein est réduite à la distance euclidienne.
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Proposition 4.2.2: Invariance par rotation

Soit deux gaussiennes g1 = N1(µ1, Σ1) et g2 = N2(µ2, Σ2), et soit une matrice
de rotation R définissant deux autres gaussiennes g′

1 = N1(µ1, RΣ1R
⊤) et g′

2 =
N1(µ2, RΣ2R

⊤), alors
W2(g1, g2)2 = W2(g′

1, g′
2)2. (4.8)

La distance de Wasserstein est invariante par rotation des ellipses.

Démonstration. La matrice de rotation R est une matrice orthogonale donc R⊤ =
R−1. Nous partons de la distance de Wasserstein entre les deux gaussiennes g′

1, g′
2. Nous

utilisons les propriétés de la trace notamment la linéarité et l’invariant de similitude.

W2(g′
1, g′

2)2 = ||µ1 − µ2||22 + Tr

(
RΣ1R

T + RΣ2R
T − 2

√√
RΣ1R

T RΣ2R
T
√

RΣ1R
T

)
= ||µ1 − µ2||22 + Tr

(
RΣ1R

T
)

+ Tr
(
RΣ2R

T
)

− 2Tr

(√√
RΣ1R

T RΣ2R
T
√

RΣ1R
T

)

= ||µ1 − µ2||22 + Tr (Σ1) + Tr (Σ2) − 2Tr

(√√
RΣ1R

T RΣ2R
T
√

RΣ1R
T

)

= ||µ1 − µ2||22 + Tr (Σ1) + Tr (Σ2) − 2Tr

(√√
Σ1TΣ2

√
Σ1

)
= W2(g1, g2)2.

Après ces deux propriétés intéressantes de Wasserstein, nous proposons la nouvelle
formule de la séparabilité qui se base sur cette distance :

séparabilité(W ) = min
j,k∈[1,c],j ̸=k

W2(ωj, ωk)2. (4.9)

Dans l’exemple de la figure 4.2.2, nous savons qu’il existe une plus grande séparabilité
entre ω1, ω3 qu’entre ω1, ω2. Contrairement à la formulation de XB, nous retrouvons
ce résultat d’après le tableau 4.2 puisque la séparabilité passe de 16 à 24.

(ω1, ω2) (ω1, ω3)
séparabilité(XB) 16 16
séparabilité(W ) 16 24

Tableau 4.2 – Comparaison de la séparabilité.
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4.2.3 Nouvelle formule : XBMW

Finalement, nous proposons l’indice XBMW qui étend l’indice XB en évaluant la
distance intra-classes avec la distance de Mahalanobis et la distance inter-classes avec
la distance de Wassertein. Pour une partition floue, l’indice à minimiser se formule

(↓)XBMW =
∑c

j=1
∑n

i=1 u2
ij(xi − vj)⊤Sj(xi − vj)

n minj,k∈[1,c],j ̸=k W2(ωj, ωk)2 . (4.10)

XB est alors le cas particulier d’une partition avec des classes sphériques puisque les
distances de Mahalanobis et de Wasserstein généralisent la distance euclidienne.

4.3 Expérimentations numériques

4.3.1 Méthodologie
Dans cette section, nous évaluons la performance de notre indice. Généralement dans

la littérature, les indices sont comparés sur leur capacité à retrouver le bon nombre de
classes des jeux de données [6, 86,89].

Nous ne réalisons pas une comparaison exhaustive de tous les indices mais seulement
entre XB et XBMW , sachant tout l’intérêt de XB, nous souhaitons déterminer
ce qu’apporte concrètement XBMW . En théorie, notre indice doit mieux évaluer
la partition issue d’algorithmes utilisant la distance de Mahalanobis.

Le protocole expérimental est donc basé sur la vérification de cette hypothèse. Dans
un premier temps, nous appliquons les algorithmes de FCM et GK sur des jeux de
données. Chaque algorithme est exécuté 10 fois avec différentes initialisations aléatoires
des centroïdes et seule la partition minimisant la fonction objectif est conservée. Nous
comparons les deux partitions obtenues selon un indice externe à maximiser, l’ARI (éq.
2.37) et les indices internes XB (éq. 2.48) et XBMW (éq. 4.10) à minimiser. L’indice
externe nous sert de référence puisqu’un meilleur partitionnement se traduit par une
valeur de l’ARI plus élevée. Nous calculons ensuite un coefficient de correspondance
simple SMC entre la différence d’ARI et d’indice interne. En vue de vérifier que le
comportement de l’ARI, accentué ou diminué entre FCM et GK, est similaire au
comportement de l’indice interne évalué.

SMC = V P + V N

V P + V N + FP + FN
.

Lorsque l’ARI augmente et que l’indice diminue, il s’agit d’un vrai positif (VP), à
l’inverse si l’indice augmente, il s’agit d’un faux négatif (FN). Si l’ARI diminue et que
l’indice diminue, il s’agit d’un faux positif (FP), mais si l’indice augmente, il s’agit
d’un vrai négatif (VN). Nous formons le tableau 4.3 de correspondance simple.
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Evaluation interne (XB - XBMW )
GK<FCM GK>FCM

Evaluation externe (ARI) GK>FCM Vrai positif (VP) Faux négatif (FN)
GK<FCM Faux positif (FP) Vrai négatif (VN)

Tableau 4.3 – Correspondance simple.

Les expérimentations ont été réalisées à l’aide du logiciel MATLAB R2020a sur un
ordinateur équipé d’un processeur Intel Core i5 de 10ème génération et de 16 Go de
RAM sous Linux.

4.3.2 Jeux de données utilisés
Nous comparons les indices avec 17 jeux de données. Parmi ces jeux de données, six

ont été créées pour illustrer théoriquement l’avantage de notre méthode. La génération
de ces jeux de données synthétiques est donnée dans l’annexe A.2.1. Il est intéressant
de regarder leurs représentations visuelles, figures A.2.1a-A.2.1f. Nous avons également
utilisé 11 jeux couramment employés dans la littérature et pour lesquels FCM donne
de bons partitions selon l’ARI. Les deux premiers présentés dans l’annexe A.3 sont
deux jeux de données synthétiques. Les neuf autres sont issues de la bibliothèque de
l’UCI 1, leurs origines et caractéristiques sont détaillées en annexe A.4. Une procédure
de standardisation a été réalisé sur les jeux de données afin que chaque attributs ait
une importance égale. Le détail du pré-traitement est présenté en annexe A.1.1.

4.3.3 Résultats
Le tableau 4.4 présente les coefficients de correspondance. De manière générale, nous

constatons que notre indice affiche une précision de 76 %, tandis que celle de XB est
seulement de 35 %.

VP VN FP FN SMC
XB 1 5 0 11 0.35
XBMW 11 2 3 1 0.76

Tableau 4.4 – Correspondance entre ARI et XB, XBMW .

Les tableaux 4.5, 4.6 et 4.7 détaillent les résultats par jeu de données. Lorsque la
distance euclidienne est employée, l’indice XBMW est théoriquement équivalent à
XB. C’est pourquoi nous observons que les indices ont la même valeur pour n’importe
quel jeu de données appliqué à FCM.

Dans le but d’avoir une analyse plus fine, il est nécessaire de s’intéresser aux jeux
synthétiques où la pertinence d’utiliser la distance de Mahalanobis est connue. Pour

1. https://archive.ics.uci.edu/
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FCM GK
ARI 0.42 1
XB 0.18 0.61 FN
XBMW 0.18 0.21 FN

(a) T1.

FCM GK
ARI 0.79 0.97
XB 0.18 0.28 FN
XBMW 0.18 0.13 VP

(b) T2.

FCM GK
ARI 0.26 0.86
XB 0.72 33.3 FN
XBMW 0.72 0.005 VP

(c) T3.

FCM GK
ARI 0.61 0.91
XB 0.33 13.5 FN
XBMW 0.33 0.01 VP

(d) T4.

FCM GK
ARI 0.41 0.93
XB 0.33 0.68 FN
XBMW 0.33 0.31 VP

(e) T5.

FCM GK
ARI 0.27 0.96
XB 0.20 0.53 FN
XBMW 0.20 0.14 VP

(f) T6.

Tableau 4.5 – ARI, XB, XBMW pour les jeux de données tests.

FCM GK
ARI 0.89 0.96
XB 0.09 0.12 FN
XBMW 0.09 0.06 VP

(a) Asymetric.

FCM GK
ARI 0.65 0.99
XB 0.24 0.66 FN
XBMW 0.24 0.06 VP

(b) Skewed.

Tableau 4.6 – ARI, XB, XBMW pour les jeux de données synthétiques.

illustrer nos expérimentations numériques, dans l’annexe B une comparaison visuelle
entre les regroupements obtenus par FCM et GK pour les jeux de données prototypes
est présentée. Dans tous ces cas, XB se trompe et favorise la distance euclidienne
pourtant moins performante. Parmi tous les jeux de données, Drybean est l’unique cas
où XB favorise GK comme suggéré par l’ARI, +0.02. C’est l’unique fois sur 17 que
XB choisit la distance de Mahalanobis.

Notre métrique est mieux adaptée pour sélectionner la distance optimale. En effet,
dans nos expérimentations, XBMW privilégie généralement la bonne distance. Évi-
demment, il est capable de choisir la distance de Mahalanobis pour laquelle il a été
conçu, mais il peut également opter pour la distance euclidienne lorsque celle-ci est la
plus pertinente. Nous notons particulièrement que cela se produit lorsque la différence
d’ARI est significative, comme c’est le cas pour les jeux de données Wifi et Wine.
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FCM GK
ARI 0.34 0.54
XB 0.35 0.38 FN
XBMW 0.35 0.01 VP

(a) AF.

FCM GK
ARI 0.68 0.70
XB 16.55 0.64 VP
XBMW 16.55 6.10−6 VP

(b) DB.

FCM GK
ARI 0.55 0.41
XB 1.45 0.84 VN
XBMW 1.45 2.10−3 FP

(c) Glass.

FCM GK
ARI 0.63 0.74
XB 0.22 0.79 FN
XBMW 0.22 0.16 VP

(d) Iris.

FCM GK
ARI 0.04 0.26
XB 7.06 1.15 FN
XBMW 7.06 0.10 VP

(e) IJL.

FCM GK
ARI 0.77 0.72
XB 0.21 0.22 VN
XBMW 0.21 0.01 FP

(f) Seed.

FCM GK
ARI 0.68 0.41
XB 0.48 2.16 VN
XBMW 0.48 0.02 FP

(g) WDBC.

FCM GK
ARI 0.82 0.41
XB 0.34 6.104 VN
XBMW 0.34 1.104 VN

(h) Wifi.

FCM GK
ARI 0.90 0.33
XB 0.47 70.0 VN
XBMW 0.47 4.19 VN

(i) Wine.

Tableau 4.7 – ARI, XB, XBMW pour les jeux de données UCI.

4.3.4 Limites et discussions
Nous pouvons relever une sensibilité de notre indice au nombre d’attributs nd. En

effet, les matrices de covariance Σ ∈ Rnd×nd présentes dans la fonction trace de la
distance de Wasserstein, peuvent augmenter artificiellement la distance entre deux
classes. C’est le cas pour le jeu de données WDBC où les centroïdes entre FCM et GK
sont presque identiques mais les matrices des distances varient légèrement et faussent
les résultats. Cette sensibilité est intrinsèque au modèle FCM.
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En revanche, le cas T1 présente la limite la plus importante de notre indice. Dans
cette situation, les trois classes ont la même forme, voir la figure B.0.1. Les S matrices
des distances sont identiques, ainsi la distance de Wasserstein est réduite à la distance
euclidienne. XBMW subit la même problématique que XB et conclut sur un faux
négatif.

4.4 Conclusion
Dans cette étude, l’objectif était de tenir compte de la forme ellipsoïdale des classes

pour mesurer la qualité de la partition d’un algorithme utilisant la distance de Mahala-
nobis. En effet, pour les critères d’évaluation interne, il est important de bien prendre
en considération la spécificité du modèle de classification non supervisée. Or nous
avons montré la limite des indices existants. Nous avons étendu celui proposé par Xie
et Beni XB pour FCM. Nous choisissons de remplacer la distance euclidienne par la
distance de Mahalanobis pour mesurer la compacité et par la distance de Wasserstein
dans le but d’évaluer la séparabilité XBMW .

Avec une technique innovante d’analyse basée sur les critères d’évaluation externe,
nous avons testé ces deux indices sur le partitionnement flou généré par FCM et GK.
Les résultats sont satisfaisants, nous avons désormais 76% de conformité contrairement
à 35% préalablement. Nous apportons un nouveau regard sur les mesures d’évaluation :
notre indice constitue un outil idéal pour décider quelle métrique adopter entre la
distance euclidienne et la distance de Mahalanobis. Ces résultats ont été présentés à
la conférence EUSFLAT 2 [156].

Cette étude est encourageante et offre quelques perspectives. Tout d’abord, il serait
intéressant d’approfondir encore l’étude de la séparabilité notamment en renforçant
le lien entre les ellipses et les distributions gaussiennes. De plus, nous avons cen-
tré notre étude sur l’indice de Xie-Beni, mais il pourrait être intéressant d’adapter
d’autres mesures de validation interne. Il est également attrayant d’étendre cette me-
sure pour l’évaluation des modèles de classification non supervisée évidentielle comme
ECM. Enfin, il sera désormais possible de comparer deux méthodes de classification
non supervisée qui utilisent toutes deux les distances adaptatives, type distance de
Mahalanobis.

2. https://www.eusflat.org/
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Chapitre 5

Optimisation par méthodes duales
et proximales de FCM avec la
distance de Mahalanobis
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Ce chapitre occupe une place centrale dans ma thèse. L’objectif principal n’est pas
de créer un nouveau modèle de classification non supervisée, mais plutôt de mieux
résoudre son problème de minimisation. Dans le chapitre 3, nous avons identifié les
limites de l’approche d’optimisation alternée. Ces limites ont été mises en évidence à
travers un exemple simple impliquant deux variables. De plus, lorsque la décomposition
des variables est étendue à trois blocs, aucune garantie de convergence n’est assurée.
Cela devient particulièrement problématique dans le contexte de FCM avec la distance
de Mahalanobis proposée par Gustafson et Kessel, où les variables sont justement
réparties en trois blocs distincts : la partition, les centroïdes et les matrices de distance.

En vue d’augmenter les chances de trouver un minimum global, il est courant dans
la littérature d’exécuter plusieurs fois les algorithmes de classification non supervisée
avec différentes initialisations aléatoires, généralement entre 10 et 20 initialisations.
Les solutions qui minimisent au mieux la fonction objectif sont alors conservées.

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode ADMM aux modèles de classification
non supervisée floue, FCM et FCM-GK. Le choix d’ADMM est motivé par sa simi-
larité avec l’approche d’optimisation alternée. En effet, les deux méthodes suivent le
principe de Gauss-Seidel, ce qui permet de maintenir la pédagogie du modèle. L’ap-
plication d’ADMM se déroule en deux étapes : d’abord, une reformulation astucieuse
de la fonction objectif et du problème est effectuée, en introduisant judicieusement
des variables auxiliaires. Ensuite, l’optimisation est réalisée en résolvant les conditions
d’optimalité.

Nous présentons dans ce chapitre l’optimisation du problème selon ADMM (section
5.1.1-5.1.3) et l’optimisation des matrices de distance en utilisant l’accélération de Nes-
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5.1. OPTIMISATION DE FCM-GK 101

terov (section 5.1.4). La section suivante (section 5.2) regroupe les expérimentations
numériques que nous avons menées. Enfin, nous conclurons par une analyse globale de
notre démarche (section 5.3).

5.1 Optimisation de FCM-GK

5.1.1 Reformulation du problème
Rappelons le problème d’optimisation FCM-GK (2.31-2.32), nous recherchons (U , V , S)

qui minimisent la somme des distance intra-classes :

JGK(U , V , S) =
n∑

i=1

c∑
j=1

um
ij (xi − vj)⊤Sj(xi − vj), (5.1)

sous les contraintes ∀i, j ∈ [1, n] × [1, c],

uij ≥ 0,
c∑

j=1
uij = 1,

n∑
i=1

uij > 0, (5.2)

det(Sj) = 1. (5.3)

Et les deux ensembles des contraintes sont définis,

U =
∀i, j ∈ [1, n] × [1, c], uij ≥ 0,

c∑
j=1

uij = 1,
n∑

i=1
uij > 0

 ,

S1 =
{
∀j ∈ [1, c], Sj ∈ Rnd×nd matrice symétrique positive, det(Sj) = 1

}
.

Nous notons IU , IS1 leur fonction caractéristique.
Nous souhaitons optimiser les variables originales du problème U , V et S successive-
ment, donc séparément. Pour ce faire, nous ajoutons deux nouvelles variables auxi-
liaires P et Q telles que

pij = uijqij = uij(xi − vj), ∀i, j ∈ [1, n] × [1, c].

Q permet de séparer U de V , comme le paramètre de fuzzification vaut deux, m = 2,
nous distribuons les deux uij. Grâce à P , S se retrouve isolé dans la fonction objectif
qui s’écrit désormais,

J(U , V , S, Q, P) =
n∑

i=1

c∑
j=1

p⊤
ijSjpij. (5.4)

Pour simplifier l’écriture, nous notons :
UUU = (U , V , S) l’ensemble des variables du problème et QQQ = (Q, P) l’ensemble des
variables auxiliaires. Le problème de minimisation sous contraintes (5.1)-(5.3) devient

min J(UUU,QQQ) + IU(U ) + IS1(S). (5.5)
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5.1. OPTIMISATION DE FCM-GK 102

sous les contraintes

qij = xi − vj, (5.6)
pij = uijqij. (5.7)

Les contraintes du couplage linéaire sont définies pour garantir l’équivalence avec le
problème original (5.1)-(5.3) en terme de solution. La fonction du Lagrangien augmenté
associée au nouveau problème (5.5)-(5.7) est

Lr(UUU,QQQ,YYY) = J(UUU,QQQ) + IU(U) + IS1(S)
+
∑
i,j

[
y⊤

ij(qij − xi + vj) + z⊤
ij(pij − uijqij)

]

+r

2
∑
i,j

[
∥ qij − xi + vj ∥2 + ∥ pij − uijqij ∥2

]
. (5.8)

où r > 0 est le terme de pénalité, ∥ · ∥ est la norme euclidienne, yij et zij sont
les multiplicateurs de Lagrange associés aux valeurs auxiliaires et leurs contraintes
(5.6),(5.7). L’ensemble des multiplicateurs est noté YYY = (Y , Z).

5.1.2 Optimisation
Nous appliquons la méthode ADMM, introduite au paragraphe 3.4.3, pour la résolu-

tion du problème de minimisation avec le Lagrangien augmenté (5.8) par l’algorithme
itérative suivant. Partant avec QQQ0 : (Q0, P0) et YYY0 :(Y0,Z0), nous calculons succes-
sivement UUUk : (U k, Vk, Sk), QQQk : (Qk, Pk) et YYYk :(Yk,Zk) par la procédure suivante
(voir l’algorithme 7) :

UUUk+1 = arg min
UUU

Lr(UUU,QQQk,YYYk), (5.9)

QQQk+1 = arg min
QQQ

Lr(UUUk+1,QQQ,YYYk), (5.10)

yk+1
ij = yk

ij + r(qk+1
ij − xi + vk+1

j ), (5.11)

zk+1
ij = zk

ij + r(pk+1
ij − uk+1

ij qk+1
ij ). (5.12)

5.1.2.1 Solution du sous-problème (5.9) en UUU

Nous supposons que les variables auxiliairesQQQk et que les multiplicateursYYYk sont fixés.
Le problème (5.9) du Lagrangien augmenté (5.8) est découplé selon chaque variable
de UUU grâce à notre travail préliminaire. Donc l’optimisation est séparée selon chaque
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5.1. OPTIMISATION DE FCM-GK 103

variable :

Vk+1 = arg min
V

n∑
i=1

c∑
j=1

(yk
ij)⊤(qk

ij − xi + vj) + r

2 ∥ qk
ij − xi + vj ∥2, (5.13)

U k+1 = arg min
U

IU(U) +
n∑

i=1

c∑
j=1

(zk
ij)⊤(pk

ij − uijq
k
ij)

+r

2 ∥ pk
ij − uijq

k
ij ∥2,

(5.14)

Sk+1 = arg min
S

n∑
i=1

c∑
j=1

(pk
ij)⊤Sjp

k
ij + IS1(S). (5.15)

Les sous-problèmes (5.13)-(5.15) sont résolus en prenant les conditions d’optimalité
à l’exemple de l’optimisation alternée. Cela explique pourquoi les deux méthodes
donnent des formulations similaires.

Optimisation de V
Le problème en V est sans contrainte, il suffit d’annuler le gradient :

∂Lr(UUU,QQQk,YYYk)
∂vj

= 0, ∀j ∈ [1, c],

=⇒
n∑

i=1
yk

ij + r(qk
ij − xi + vj) = 0,

=⇒ vk+1
j = 1

n

n∑
i=1

(
xi − qk

ij − 1
r

yk
ij

)
. (5.16)

Optimisation de U
La partition U est une partition probabiliste. Elle doit respecter les contraintes de U
(5.2). Nous utilisons, ici, la même démarche que décrite usuellement avec l’optimisation
alternée [5,11,50]. Seule la contrainte ∑c

j=1 uij = 1, ∀i ∈ [1, n] est étudiée. La fonction
caractéristique IU(U) est remplacée pour tous les objets i par ∑n

i=1 λi

(∑c
j=1 uij − 1

)
.

Regardons d’abord les variables,

∂Lr(UUU,QQQk,YYYk)
∂uij

= 0, ∀i, j ∈ [1, n] × [1, c]

=⇒ λi − (zk
ij)⊤qk

ij − r(qk
ij)⊤(pk

ij − uijq
k
ij) = 0,

=⇒ uij =
(zk

ij)⊤qk
ij + r(qk

ij)⊤pk
ij − λi

r(qk
ij)⊤qk

ij

.
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D’un autre côté, en regardant l’annulation du gradient selon les contraintes,

∂Lr(UUU,QQQk,YYYk)
∂λi

= 0, ∀i ∈ [1, n],

=⇒
c∑

ℓ=1
uiℓ − 1 = 0,

=⇒
c∑

ℓ=1

(zk
iℓ)⊤qk

iℓ + r(qk
iℓ)⊤pk

iℓ − λi

r(qk
iℓ)⊤qk

iℓ

= 1,

=⇒ λi =
∑c

l=1
(zk

iℓ)⊤qk
iℓ+r(qk

iℓ)⊤pk
iℓ

r(qk
iℓ)⊤qk

iℓ

− 1∑c
ℓ=1

1
r(qk

iℓ)⊤qk
iℓ

.

En posant,

z̃k
ij = zk

ij + rpk
ij, αk

i = 1
r

c∑
j=1

1
∥ qk

ij ∥2 .

Ainsi, la mise à jour des degrés d’appartenance est

uk+1
ij = 1

r2αk
i ∥ qk

ij ∥2

[
rαk

i (qk
ij)⊤z̃k

ij + 1 −
c∑

ℓ=1

(qk
iℓ)⊤z̃k

iℓ

∥ qk
iℓ ∥2

]
. (5.17)

Optimisation de S
Les matrices de distance sont soumises, elles aussi à une contrainte (5.3). Nous uti-
lisons la même démarche que Gustasfon et Kessel [61]. Nous remplaçons la fonction
caractéristique IS1(S) par λj(1 − det(Sj)) pour toutes les classes j.

∂Lr(UUU,QQQk,YYYk)
∂Sj

= 0, ∀j ∈ [1, c],

=⇒
n∑

i=1
pk

ij(pk
ij)⊤ − λjdet(Sj)S−1

j = 0,

Or, en supposant det(Sj) = 1,

=⇒ S−1
j = 1

λj

n∑
i=1

pk
ij(pk

ij)⊤.

La matrice Σk
j = ∑n

i=1 pk
ij(pk

ij)⊤ est la matrice de covariance.
Pour vérifier l’hypothèse, det(Sj) = 1, nous devons prendre λj = det(Σk

j )1/p. D’où, la
formulation obtenue pour la mise à jour des matrices

Sk+1
j = det(Σk

j )1/p(Σk
j )−1. (5.18)
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5.1.2.2 Solution du sous-problème (5.10) en QQQ

Nous fixons maintenant les variables UUUk+1 et les multiplicateurs YYYk. Le sous-problème
en QQQ : (Q, P) est un problème d’optimisation sans contrainte grâce au Lagrangien
augmenté. Nous remarquons que F (QQQ) = Lr(UUUk+1,QQQ,YYYk) est une fonction quadratique
dont l’unique solution est obtenue en annulant le gradient :

∇F (QQQ) = 0 ⇐⇒


∂Lr(UUUk+1,QQQ,YYYk)

∂qij
= 0

∂Lr(UUUk+1,QQQ,YYYk)
∂pij

= 0
, ∀i, j ∈ [1, n] × [1, c].

Après ce simple calcul, on obtient donc le système linéaire en (qij, pij) :

r(1 + (uk+1
ij )2)qij − ruk+1

ij pij = uk+1
ij zk

ij − yk
ij + r(xi − vk+1

j ), (5.19)

−ruk+1
ij qij + (2Sk+1

j + rI)pij = −zk
ij. (5.20)

A chaque itération, nous résolvons nc systèmes linéaires de taille 2nd

Ak
ij

[
qij

pij

]
= bk

ij, (5.21)

Ak
ij =

 r(1 + (uk+1
ij )2)I −ruk+1

ij I

−ruk+1
ij I 2Sk+1

j + rI

 , bk
ij =

[
uk+1

ij zk
ij − yk

ij + r(xi − vk+1
j )

−zk
ij

]
,

avec I est la matrice identité nd × nd.

5.1.3 Algorithme
La contrainte (5.3) concernant les déterminants n’est pas convexe. Dans ce cas parti-

culier, comme expliqué au paragraphe 3.4.4, de manière à garantir la minimisation du
Lagrangien augmenté, nous effectuons 5 mises à jour du bloc de relaxation (5.9)-(5.10)
avant de mettre à jour les multiplicateurs, ita = 5. Cependant, lorsque la distance eucli-
dienne est utilisée, le problème est dépourvu de non-convexité, la convergence globale
est assurée. Nous suggérons d’initialiser l’algorithme avec la distance de Mahalanobis
par l’exécution de l’algorithme avec la distance euclidienne. Ainsi, il n’est plus néces-
saire d’effectuer une dizaine d’exécutions avec différentes initialisations aléatoires. Une
seule exécution suffit désormais.

Les multiplicateurs de Lagrange sont initialisés en résolvant la condition d’optima-
lité du premier ordre, dérivant le Lagrangien par rapport à Q, P . Pour rappel, le
Lagrangien du problème est

L(UUU,QQQ,YYY) = J(UUU,QQQ) +
∑
i,j

y⊤
ij(qij − xi + vj) + z⊤

ij(pij − uijqij).
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En résolvant le système linéaire suivant,

∇L(QQQ) = 0 ⇐⇒


∂L(UUU0,QQQ0,YYY)

∂qij
= yij − u0

ijzij = 0
∂L(UUU0,QQQ0,YYY)

∂pij
= 2S0

jp
0
ij + zij = 0

, ∀i, j ∈ [1, n] × [1, c],

nous déduisions que z0
ij = −2S0

jp
0
ij et y0

ij = u0
ijz

0
ij, ∀i, j.

L’algorithme 8 résume l’optimisation de FCM-GK par ADMM. Le critère d’arrêt est
l’erreur relative sur toutes les variables primaires et duales inférieures à un seuil fixé à
tol. Pour t itérations, la complexité de l’optimisation alternée est O(t(nc2nd + ncn2

d +
cn3

d)). Dans notre algorithme, le coût O(ncn3
d) de mise à jour des variables Qk, Pk. La

complexité de notre algorithme est O(tnc(cnd + n2
d + n3

d)). Les variables Qk, Pk sont
de tailles cnnd, la complexité mémoire est O(ncnd + cn2

d).

Algorithme 8 FCM-GK par ADMM.
Entrée : X les données, c le nombre de classes et r le terme de pénalité.
Sortie : U k,Vk,Sk

1: err = 0, k = 0
2: U 0 initialisation aléatoire (ou ADMM avec la distance euclidienne).
3: tant que err > tol faire
4: k = k + 1
5: pour 1 jusqu’à 5 faire
6: Vk,Sk et U k d’après respectivement (5.16), (5.18) et (5.17).
7: Qk, Pk résolvant le système (5.21).
8: fin pour
9: Yk, Zk d’après respectivement (5.11) et (5.12).

10: err =∥ (UUU,QQQ)k − (UUU,QQQ)k−1 ∥ / ∥ (UUU,QQQ)k ∥
11: fin tant que

5.1.4 Accélération de Nesterov
Nous souhaitons nous concentrer spécifiquement sur l’optimisation de S. La contrainte

sur le déterminant (5.3) est abandonnée pour privilégier une projection sur l’ensemble
des matrices symétriques définies positives. L’objectif est de résoudre le problème de
minimisation en S à l’aide de la méthode du gradient proximal accéléré (Nesterov)
décrite dans le paragraphe 3.3. Cette méthode ne résout qu’un problème univarié, ce
qui implique qu’elle est utilisée à l’intérieur d’une autre méthode d’optimisation pour
notre problème multivarié.

La contrainte sur le déterminant a été proposée pour éviter la solution triviale S = 0.
Nous proposons une approche différente, en exigeant que les matrices de S soient sy-
métriques définies positives. La longueur de rayon de l’ellipse lj selon la direction du
vecteur propre dj est l’inverse de la racine de la valeur propre associée µj : lj = 1√

µj
.
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Cela signifie que lorsque S est petit, l’ellipse associée est très grande. Nous fixons une
valeur maximale à la longueur de l’ellipse lmax dans le but d’éviter la solution triviale.

Définition 5.1.1: Ensemble de définition des matrices

Soit l’ensemble S ∗ est défini comme l’ensemble des matrices définies positives
avec des valeurs propres dans I∗ =

[
µmin = 1√

lmax
, +∞

]
.

Nous notons IS ∗ la fonction indicatrice associée et ΠS ∗ la projection dans cette
ensemble.

Comme la fonction J(S, P ) est linéaire en S son gradient est constant :

∇J(Sj) =
n∑

i=1
pijp

⊤
ij.

Avec pour objectif d’appliquer la méthode de Nesterov, nous ajoutons deux termes à
la fonction objectif qui devient

JN(S) =
c∑

j=1

n∑
i=1

pijSjp
⊤
ij − τ1 ln det(Sj) + τ2 ∥ Sj ∥2

F , (5.22)

où τ1 ≥ τ2 > 0.

Le premier terme s’inspire du travail de Liu et al [62] qui ont relâché la contrainte du
déterminant en le remplaçant par la fonction − ln det(Sj), c’est une fonction convexe
qui permet de réguler le déterminant. Cependant, ce terme n’est pas strictement
convexe et n’est pas stable :

lim − ln det(Sj)
Sj→∞

= −∞.

Pour contrôler ce terme, nous ajoutons la norme de Frobinus de la matrice, à l’exemple
de Rothman qui utilise la norme 1 [157].

Le problème s’écrit désormais,

min
S

J(S, P ) + IS ∗(S) =
c∑

j=1

n∑
i=1

p⊤
ijSjpij + IS ∗(Sj). (5.23)

Nous remarquons que le problème est indépendant selon les classes j, minimiser S
revient à minimiser chacun des Sj séparément.

Afin d’appliquer la méthode de Nesterov, il est nécessaire d’étudier la fonction ∇JN(Sj).
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Proposition 5.1.1: Constance de Lipschitz

Soit la fonction ∇JN : Sj −→ ∑n
i=1 pijp

⊤
ij − τ1S

−1
j + 2τ2Sj, est une fonction

L-lipschitzienne avec

L = τ1nd

µ2
min

+ 2τ2 = τ1ndlmax + 2τ2,

où nd est le nombre d’attributs du jeu de données.

Démonstration. Soit ∥ . ∥F la norme de Frobinus, démontrons le résultat de la pro-
priété en vérifiant que pour n’importe quelle classe j ∈ [1, n],

∀Sj, Zj ∈ S ∗, ∥ ∇JN(Sj) − ∇JN(Zj) ∥F ≤ (τ1nd

µ2
min

+ 2τ2) ∥ Sj − Zj ∥F .

Calculons la norme de la différence de gradient. Nous utilisons l’inégalité triangulaire
et la propriété de la norme d’être sous multiplicative.

∥ ∇JN(Sj) − ∇JN(Zj) ∥F = ∥ −τ1(S−1
j − Z−1

j ) + 2τ2(Sj − Zj) ∥F

= ∥ −τ1S
−1
j (I − SjZ

−1
j ) + 2τ2(Sj − Zj) ∥F

= ∥ −τ1S
−1
j (Zj − Sj)Z−1

j + 2τ2(Sj − Zj) ∥F

= ∥ τ1S
−1
j (Sj − Zj)Z−1

j + 2τ2(Sj − Zj) ∥F

≤ τ1 ∥ S−1
j (Sj − Zj)Z−1

j ∥F +2τ2 ∥ Sj − Zj ∥F

≤ τ1 ∥ S−1
j ∥F ∥ Sj − Zj ∥F ∥ Z−1

j ∥F +2τ2 ∥ Sj − Zj ∥F .

De plus, nous avons la relation entre la norme de Frobinus et la norme 2 :

∥ S−1
j ∥F ≤

√
nd ∥ S−1

j ∥2=
√

nd

µmin
.

Nous obtenons ainsi la majoration suivante,

∥ ∇JN(Sj) − ∇JN(Zj) ∥F ≤ (τ1nd

µ2
min

+ 2τ2) ∥ Sj − Zj ∥F .

Ainsi ∇JN(.) est bien L-Lipschtizienne avec L = τ1nd

µ2
min

+ 2τ2 = τ1ndlmax + 2τ2. D’où
δ = 1

τ1ndlmax+2τ2
.

Nous définissons l’opérateur proximal proxIS ∗ comme étant la projection sur l’en-
semble S ∗ ,ΠS ∗ . Nous réalisons cette projection à l’aide d’un seuillage sur la décom-
position spectrale dans l’intervalle [µmin, +∞]. Pour une matrice symétrique Z, nous
avons la décomposition :

Z = QDQ⊤,
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où Q est une matrice orthogonale, dont les colonnes sont des vecteurs propres de Z, et
où D = diag(µ1, ..., µc) est une matrice diagonale dont les coefficients sont les valeurs
propres associées.
La projection est réalisée grâce au seuillage des valeurs propres :

ΠS ∗(Z) = QD+Q, (5.24)

avec D+ = max(D, µmin). Nous confirmons que le terme projeté est bien symétrique
puisque Zk et ∇JN(Zk) le sont. Ainsi, nous obtenons l’algorithme 9 de l’optimisation
des distances par l’application de la méthode du gradient proximal accéléré de Nestrov.

L’algorithme est initialisé en S0 d’après la formule (3.22) : S0 = det(Σ)
1
p Σ−1, avec

la matrice de variance-covariance Σ.

Algorithme 9 APG pour l’optimisation des distances.
Itération k = 0 : Z0 = S0, t0 = 1 et δ > 0
Itération k ≥ 1 :

1: Sk+1 = ΠS ∗(Zk − δ∇JN(Zk))
2: tk+1 = 1

2

(
1 +

√
1 + 4t2

k

)
3: Zk = Sk+1 + (tk − 1)(Sk+1 − Sk)/tk+1

La décomposition de la matrice est aussi coûteuse que de l’inverser en O(n3
d), donc

la complexité temporelle de la méthode de Nesterov est du même ordre de grandeur
que celle de l’AO O(t(nc2nd + ncn2

d + cn3
d)), de même pour sa complexité spatiale

O((nnd + nc + cn2
d).

5.2 Expérimentations numériques

5.2.1 Méthodologie
À travers ces expérimentations numériques, notre objectif est de comparer les perfor-

mances des différentes méthodes d’optimisation :
— Pour la résolution du problème FCM-GK, nous confrontons les algorithmes 8 et

3 qui utilisent respectivement les méthodes d’optimisation ADMM et AO.
— Pour l’optimisation spécifique des distances de Mahalanobis, nous comparons l’ap-

proche basée sur la contrainte du déterminant de l’AO (algorithme 3) et l’approche
par projection de la méthode du gradient proximal accéléré de Nesterov (APG)
(algorithme 9).

Nous analysons la qualité du partitionnement à l’aide de plusieurs indices : l’indice
ARI (éq. 2.37), l’indice XBMW (éq. 4.10), le Partition Entropy PE (éq. 2.45) et le
Fuzzy Silhouette FS (éq. 2.46). L’ARI permet une évaluation externe avec le par-
titionnement proposé par l’expert, sa valeur doit être maximisée dans son intervalle
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[-1,1]. Pour l’évaluation externe, l’indice Partition Coefficient doit être minimisé dans
son intervalle [0,ln(c)], XBMW doit être minimisé vers 0 et FS maximisé dans [-1,1].

Nous examinons également la rapidité d’exécution en mesurant le temps CPU et le
nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence.

Spécifiquement pour ADMM, nous devons d’abord vérifier que le problème d’opti-
misation reformulé (5.5)-(5.7) se rapproche suffisamment du problème d’origine de
FCM-GK (5.1)-(5.3). Pour ce faire, nous contrôlons que les résidus ∀i, j ∈ [1, n] ×
[1, c], τij =

(
∥ qij − xi + vj ∥, ∥ pij − uijqij ∥

)
sont suffisamment petits :

τ = max
i,j∈[1,n]×[1,c]

τij ≤ 10−4,

pour une tolérance tol = 10−4 dans l’algorithme 8. Les tolérances des autres algo-
rithmes sont fixées à 10−3 conformément à la version originale de Bezdek [5].

Puisque la convergence globale n’est pas assurée, comme souligné dans le chapitre
précédent, il est nécessaire de réaliser plusieurs initialisations aléatoires et de conserver
les variables qui minimisent le mieux la fonction objectif. Néanmoins, avec la méthode
ADMM restreinte au cas euclidien (sans les matrices S), le problème est convexe, ce
qui assure la convergence vers un minimum local. Ainsi, nous n’avons plus besoin de
réaliser plusieurs initialisations aléatoires, une seule suffit.

Bien qu’ADMM offre cet avantage, il est nécessaire de définir la valeur du terme de
pénalité r. C’est le principal inconvénient de cette méthode, bien qu’il soit relativisé
par l’existence d’un terme garantissant la convergence. En général, le terme de péna-
lité retenu est celui qui permet d’atteindre la convergence la plus rapide en termes
d’itérations [158]. Ainsi, pour ADMM avec la distance euclidienne, nous avons obtenu
r = 2, 5 pour n’importe quel jeu de données, en fixant le nombre d’itérations maximal
à 50.

Les calculs numériques ont été effectués à l’aide du logiciel MATLAB R2020a sur un
ordinateur équipé d’un processeur Intel Core i5 de 10ème génération, 16 Go de RAM
sous Linux.

5.2.2 Jeux de données
Nous comparons les méthodes sur 17 jeux couramment employés couramment dans la

littérature avec FCM-GK, huit données synthétiques, A1, A3, Asymétrique, DIM32,
DIM64 et Skewed, présentés dans l’annexe A.3 et neuf sont issues de la bibliothèque
de l’UCI 1 dont les origines et caractéristiques sont détaillées en annexe A.4. Une pro-
cédure de normalisation a été réalisée sur les jeux de données pour que chaque attribut

1. https://archive.ics.uci.edu/
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ait une importance égale et pour simplifier l’application de la méthode Nesterov. En
effet, les attributs des données sont désormais compris entre [-1, 1] donc la longueur
maximale est la longueur de la diagonale d’un carré de longueur 2 soit lmax = 2

√
2, en

deux dimensions. Nous pouvons généralisé par la formule suivante lmax = 2
√

nd . Le
détail du pré-traitement est présenté en annexe A.1.2.

Dans la présentation des résultats, par souci de compacité des tableaux, nous utilisons
la notation e lorsque cela est nécessaire, comme suit : 10n = e + n, 10−n = e − n.

5.2.3 ADMM vs AO
Les pénalités optimales r∗ pour chaque jeu de données obtenues après une étude

approfondie sont presentés dans le tableau 5.1.

AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
r∗ 106 105 105 320 104 105 105 250 400

(a) Jeux de données UCI.
A1 A3 Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed

r∗ 40 40 10 103 500 103 103 10
(b) Jeux de données synthétiques.

Tableau 5.1 – Pénalité optimale pour ADMM appliquée à FCM-GK.

Dans une procédure classique, le terme de pénalité optimale est celui qui obtient la
convergence la plus rapide en terme de nombre d’itérations. Néanmoins, l’initialisa-
tion dans notre étude est particulière puisqu’elle recourt à la partition obtenue avec
le modèle FCM (distance euclidienne). Dans certains cas, comme pour IRIS, l’évolu-
tion de la convergence en fonction du terme de pénalité n’est pas monotone, voir la
figure 5.2.1. La convergence avec r très grand est rapide car la partition n’évolue plus.
Les ellipses prendront forme, et à la deuxième itération l’algorithme s’arrêtera. Il est
préférable de prendre la pénalité qui donnent la convergence la plus rapide mais qui
permet également l’évolution des variables.

Tous les paramétrages des algorithmes sont fixés. Le tableau 5.2 présente le résidu
maximal τ de chaque jeu de données. Nous vérifions que la convergence d’ADMM
correspond à la résolution du problème original puisque le résidu maximal vaut 10−6

pour les jeux de données de l’UCI et 10−5 synthétiques.

Le tableau 5.3 présente la qualité du partitionnement évaluée par l’ARI. Dans la
majorité des cas, ADMM obtient de meilleurs résultats. L’amélioration est particuliè-
rement visible pour les jeux de données de l’UCI. Pour mieux comprendre les conditions
dans lesquelles ADMM surpasse l’AO, nous examinons les données synthétiques. Plus
précisément, les jeux de données A et S se caractérisent par un nombre élevé de classes
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Figure 5.2.1 – Nombre d’itérations en fonction de la pénalité r pour Iris.

AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
ADMM 1e-10 6e-9 8e-9 1e-6 1e-9 4e-10 6e-10 1e-6 1e-6

(a) Jeux de données UCI.
A1 A3 Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed

ADMM 5e-6 6e-6 1e-5 4e-8 3e-8 8e-9 7e-8 2e-5
(b) Jeux de données synthétiques.

Tableau 5.2 – Vérification de la convergence (τ).
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AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
AO 0.54 0.69 0.58 0.74 0.32 0.72 0.41 0.41 0.33
ADMM 0.34 0.32 0.62 0.92 0.33 0.73 0.76 0.76 0.81

(a) Jeux de données UCI.
A1 A3 Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed

AO 0.90 0.90 0.96 0.51 0.20 0.99 0.65 0.99
ADMM 0.28 0.14 0.97 0.52 0.55 0.30 0.27 0.99

(b) Jeux de données synthétiques.

Tableau 5.3 – Comparaison d’AO et d’ADMM par ARI.

AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
AO 9.9e-4 2.6e-7 2.8e-3 5.2e-2 9.0e-3 8.0e-3 8.9e-4 6.1e+2 8.0e-1
ADMM 7.1e-3 1.6e-4 1.1e-2 6.2e-2 6.2e+2 1.0e-2 1.7e-3 7.6e-2 1.4e-1

A1 A3 Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed
AO 1.4e-1 6.0e-2 7.4e-2 3.3e-5 2.0e-3 3.1e-2 4.6e-1 4.6e-2
ADMM 6.4e+3 4.4e+4 7.4e-2 1.5e+0 4.6e-2 1.5e+4 1.1e+3 4.3e-2

Tableau 5.4 – Comparaison d’AO et d’ADMM par XBMW .

mais un faible nombre d’attributs (nd = 2). Dans ces cas, l’AO parvient à trouver le
bon nombre de classes et leur position, tandis qu’ADMM propose un partitionnement
à deux classes. Toutefois, lorsque le nombre d’attributs augmente, ADMM devient plus
performant tandis que l’AO montre des résultats moins satisfaisants. Cela est illustré
par les jeux de données DIM32 et DIM64, où le nombre d’attributs passe de 32 à 64
pour un nombre de classes de 16.

L’analyse des résultats des indices internes est souvent plus délicate, car elle examine
le regroupement de l’intérieur avec un point de vue spécifique. Les indices XBMW
et PE donnent globalement les mêmes résultats, comme présenté dans les tableaux
5.4 et 5.5. Selon ces indices, l’optimisation alternée (AO) est la méthode qui offre le
meilleur regroupement dans la majorité des cas.

L’indice FS, Fuzzy Silhouette, offre une autre perspective sur la qualité des parti-
tions, comme le reflète le tableau 5.6. Les résultats obtenus par FS sont généralement
cohérents avec ceux de l’ARI, ces deux indices partageant le même intervalle de défi-
nition [-1, 1]. De plus, les valeurs dans cet intervalle offrent un plus d’informations sur
la qualité de la partition : de mauvaise, moyenne à haute qualité pour -1, 0 et 1.
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AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
AO 0.32 0.42 0.40 0.67 1.21 0.61 0.93 1.96 1.54
ADMM 0.69 2.51 0.46 0.66 1.58 0.82 0.68 1.82 1.43

A1 A3 Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed
AO 1.51 2.00 0.59 2.72 3.56 0.88 1.64 0.50
ADMM 4.31 5.64 0.58 4.00 4.00 3.90 3.89 0.50

Tableau 5.5 – Comparaison d’AO et d’ADMM par PE.

Nous constatons globalement qu’ADMM est plus performante selon l’indice FS qu’AO.
En particulier, pour les jeux de données réels, notre méthode d’optimisation surpasse
l’AO sept fois sur neuf. Cela souligne l’efficacité d’ADMM dans un contexte plus proche
de la réalité.

AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
OA 0.30 0.37 0.46 0.52 0.14 0.47 0.24 0.35 0.31
ADMM 0.41 0.06 0.61 0.57 0.05 0.49 0.43 0.39 0.37

A1 A3 Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed
OA 0.62 0.63 0.69 0.57 0.64 0.75 0.56 0.59
ADMM 0.46 0.80 0.69 0.61 0.63 0.66 0.16 0.59

Tableau 5.6 – Comparaison d’AO et d’ADMM par FS.

L’analyse à la fois interne et externe des partitions nous offre une vision plus com-
plète et nuancée de la qualité des résultats. En conclusion, l’optimisation réalisée avec
notre méthode se présente comme une alternative solide, se révélant souvent meilleure,
notamment pour les jeux de données réelles.

Par ailleurs, pour information, le tableau 5.7 présente les temps d’exécution CPU pour
chaque jeu de données et chaque méthode. Ces temps ne sont pas toujours significatifs,
car la convergence vers un minimum local donnant de mauvais regroupements est sou-
vent plus rapide (Iris, IJL, WDBC, Wifi, Wine, A et S). Il est intéressant de noter que
dans les cas où les deux méthodes convergent vers le même partitionnement, Skewed et
Asymmetric, la méthode d’optimisation alternée est généralement plus rapide. Cette
différence s’explique notamment par sa moindre complexité spatiale.

114



5.2. EXPÉRIMENTATIONS NUMÉRIQUES 115

AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
AO 3.0e-2 1.6e+1 3.0e-2 4.0e-2 9.2e-1 4.0e-2 1.0e-1 2.3e+0 2.5e-1
ADMM 4.0e-2 3.5e+1 5.0e-2 7.6e-1 1.0e+0 4.0e-2 7.0e-1 4.9e+1 8.2e+0

A1 A3 Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed
AO 6.8e+0 1.8e+2 1.0e-1 4.4e+0 2.2e+1 3.9e+0 7.0e+0 1.2e-1
ADMM 3.4e+0 5.3e+0 1.2e+0 1.0e+1 5.5e+1 1.1e+0 1.1e+0 6.8e+0

Tableau 5.7 – Temps CPU de l’exécution d’AO et d’ADMM.

5.2.4 AO-APG vs AO
Nous conservons toujours l’initialisation avec la méthode ADMM appliquée à FCM

(euclidien), ainsi nous réalisons une seule exécution. Dans le but d’appliquer la méthode
de Nesterov, il est nécessaire de fixer les hyperparamètres τ1 et τ2.

La fonction objectif de FCM-GK est contrôlée par la partie de τ1 qui est elle même
régulée par la partie de τ2. Or la fonction objectif et la partie de τ2 favorisent la solution
triviale Sj = 0, ce qui grâce à la projection revient à Sj = µminI. Donc pour avoir
une convergence intéressante de l’algorithme, nous devons avoir τ1 > τ2. Rothman
suggère de prendre τ2 = τ1 × 10−3 [157]. Sur nos jeux de données, il suffit de prendre
τ2 = τ1 × 10−2. Cela permet de contrôler τ1 comme prévu avec τ2.

De plus, pour éviter systématiquement la solution triviale, la valeur de τ1 ne doit pas
être trop faible par rapport à la fonction objectif. Tandis qu’un τ1 trop grand ne favorise
pas non plus la convergence de l’algorithme puisque ∥ Sj ∥F −→ +∞ =⇒ JN −→ −∞.
Rothman a fixé τ1 = 10−4 dans son étude, mais cette valeur est trop petite pour
notre fonction objectif. Pour assurer une convergence, il faut prendre τ1 = 10−1. Cette
adaptation de τ1 permet de garantir une convergence efficace de l’algorithme tout en
maintenant le contrôle souhaité sur τ2 pour ne pas favoriser les Sj = 0.

La méthode de Nesterov APG est utilisée exclusivement pour l’optimisation de S, le
reste de l’algorithme est celui de l’optimisation alternée. Par conséquent, dans la suite,
nous notons cette méthode AO-APG.

Le tableau 5.8 renseigne sur le nombre d’itération nécessaire à la convergence d’AO-
APG et la moyenne déterminant moy(S) = 1

c

∑c
j=1 Sj. Dans les cas d’Glass, Asym-

metric, S1 et S3, le volume moyen des classes est proche de ceux obtenus par AO
et ADMM pour lequelles le volume est contraint à 1, (5.3) contrainte du problème
FCM-GK.

En analysant les valeurs de l’ARI présentées dans tableau 5.9, nous remarquons deux
tendances différents selon l’origine des données. Pour les jeux de données UCI, la
méthode de Nesterov améliore généralement l’adéquation à la partition de référence.
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AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
It 16 83 7 9 2 10 9 2 9
moy(S) 3.9e+2 1.4e+18 2.2e+1 7.2e-2 1.9e-6 2.4e+2 1.6e+6 2.9e-3 2.6e-6

A1 A3 Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed
It 37 22 2 2 2 32 24 23
moy(S) 5.0e+14 1.4e+15 3.5e-1 2.2e+14 4.4e+34 3.5e-1 3.5e-1 3.5e-1

Tableau 5.8 – Convergence d’AO-APG.

En revanche, pour les données synthétiques, les performances sur les jeux de données
synthétiques sont moins bonnes que l’AO.

AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
AO 0.54 0.69 0.58 0.74 0.32 0.72 0.41 0.41 0.33
AO-APG 0.37 0.36 0.60 0.85 0.34 0.70 0.75 0.83 0.82

(a) Jeux de données UCI.
A1 A3 Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed

AO 0.90 0.90 0.96 0.51 0.20 0.99 0.65 0.99
AO-APG 0.82 0.74 0.92 0.27 0.38 0.89 0.70 0.65

(b) Jeux de données synthétiques.

Tableau 5.9 – Comparaison d’AO et d’AO-APG par ARI.

Les tableaux 5.10-5.11 présentent les valeurs des indices XBMW et PE. L’analyse de
la comparaison entre l’AO et l’AO-APG est similaire à celle de l’AO et de l’ADMM.
En effet, de nouveau, dans la majorité des cas, l’optimisation alternée obtient un
regroupement selon ces deux indices.

AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
AO 9.9e-4 2.6e-7 2.8e-3 5.2e-2 9.0e-3 8.0e-3 8.9e-4 6.1e+2 8.0e-1
AO-APG 2.7e-2 5.3e-1 3.4e-2 3.7e-2 7.4e+2 8.8e-2 4.9e-2 1.4e-1 1.8e-01

A1 A3 Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed
AO 1.4e-1 6.0e-2 7.4e-2 3.3e-5 2.0e-3 3.1e-2 4.6e-1 4.6e-2
AO-APG 2.2e-1 8.7e-1 5.8e-2 2.2e+5 1.1e+6 2.43e-1 5.5e-2 1.4e-1

Tableau 5.10 – Comparaison d’AO et d’AO-APG par XBMW .

Du point de vue de la Fuzzy Silhouette, la méthode avec projection, AO-APG, permet
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AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
AO 0.32 0.42 0.40 0.67 1.21 0.61 0.93 1.96 1.54
AO-APG 0.55 1.38 0.48 0.70 1.58 0.78 0.70 1.42 1.21

A1 A3 Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed
AO 1.51 2.00 0.59 2.72 3.56 0.88 1.64 0.50
AO-APG 1.71 2.27 0.61 4 4 1.10 1.60 1.13

Tableau 5.11 – Comparaison d’AO et d’AO-APG par PE.

d’obtenir un meilleur regroupement dans la majorité des cas, comme le montre le
tableau 5.12. Cette performance est significative.

AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
OA 0.30 0.37 0.46 0.52 0.14 0.47 0.24 0.35 0.31
AO-APG 0.40 0.33 0.61 0.57 -0.02 0.49 0.43 0.38 0.35

A1 A3 Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed
OA 0.62 0.63 0.69 0.57 0.64 0.75 0.56 0.59
AO-APG 0.60 0.57 0.69 0.45 0.49 0.72 0.59 0.54

Tableau 5.12 – Comparaison d’AO et d’AO-APG par FS.

De plus, nous observons la grande différence qui peut se manifester entre les diffé-
rents indices. Cela souligne l’importance de choisir judicieusement l’indice approprié
en fonction des objectifs spécifiques de l’analyse du partitionnement.

Enfin, le temps CPU est donné par le tableau 5.13. La comparaison entre les deux
méthodes est possible, en particulier pour les données de l’UCI. En effet, AO-APG
est souvent plus rapide et sa convergence est aussi souvent meilleure selon ARI et
FS. Nous pouvons donc déduire ici l’intérêt de l’accélération adaptée à la méthode de
Nesterov, car elle s’avère être une méthode efficiente.

AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
AO 3.0e-2 1.6e+1 3.0e-2 4.0e-2 9.2e-1 4.0e-2 1.0e-1 2.3e+0 2.5e-1
AO-APG 1.5e-1 2.3e+1 2.0e-2 1.1e-1 5.2e-1 2.0e-2 5.0e-2 2.6e-1 3.1e-1

A1 A3 Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed
AO 6.8e+0 1.8e+2 1.0e-1 4.4e+0 2.2e+1 3.9e+0 7.0e+0 1.2e-1
AO-APG 2.4e+1 7.7e+1 6.0e-2 6.1e-1 1.3e+0 9.5e+0 6.6e+0 5.3e-1

Tableau 5.13 – Temps CPU de l’exécution d’AO et d’AO-APG.
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5.3 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudié deux nouvelles approches pour optimiser le pro-

blème FCM avec la distance de Mahalanobis, FCM-GK (2.31-2.32). L’objectif était de
compenser les lacunes de la méthode optimisation alternée pour trouver un meilleur
partitionnement des données.

La première approche consiste à optimiser le problème par la méthode ADMM. En
ajoutant des nouvelles variables, nous avons décomposé le problème en sous-problème
plus facile à résoudre. Ainsi cette reformulation rend le problème mieux séparable.

La deuxième approche consiste à relâcher la contrainte sur le volume des classes (2.32)
en utilisant une projection sur un ensemble introduit dans la définition 5.1.1. Cette
contrainte est non convexe, le défi est de pouvoir relâcher la contrainte tout en évitant
la solution triviale Sj = 0, que cette contrainte empêchait d’atteindre.

Nous avons pu réaliser des expériences numériques et les performances de ces mé-
thodes d’optimisation sont intéressantes. Elles offrent de nouvelles possibilités. No-
tamment la propriété de convergence globale d’ADMM dans le cas où la distance est
euclidienne (FCM), nous permet d’initialiser l’algorithme qu’une seule fois. La méthode
ADMM se révèle particulièrement efficace lorsque le nombre d’attributs est suffisam-
ment élevé par rapport au nombre de classes. Ces performances ont été présentées à
deux conférences : EGC 2 [159] et OLA 3 [160].

Nous nous sommes confrontés à la difficulté d’analyser les méthodes d’apprentissage
non supervisé. Il est nécessaire d’évaluer le regroupement à l’aide de plusieurs indices
de validité. Ainsi d’après XBMW et PE, la méthode d’optimisation alternée obtient
en général un meilleur partitionnement. D’un autre côté selon l’indice FS, nos deux
propositions améliorent dans la plupart des cas le partitionnement. Ce que confirme
l’indice ARI pour les données réelles (UCI). De plus, d’après l’évaluation externe, nous
observons une tendance générale : plus le nombre d’attributs est important par rapport
au nombre de classes, plus l’optimisation par ADMM est intéressante.

Ces méthodes offrent une alternative crédible. Le calibrage de leurs hyperparamètres
(r, τ1, τ2) est un véritable défi, leur choix est primordiale pour permettre une bonne
convergence. Le tableau 5.14 reprend les caractéristiques, les avantages et inconvénients
des différentes méthodes. Une étude de la complexité a été réalisée, ADMM est plus
coûteux en temps et en mémoire. La méthode de Nesterov présente la même complexité
spatiale et temporelle que l’optimisation alternée puisqu’elle intervient seulement dans

2. https://www.egc.asso.fr/
3. https://ola2023.sciencesconf.org/

118

https://www.egc.asso.fr/
https://ola2023.sciencesconf.org/


5.3. CONCLUSION 119

la mise à jour des matrices S. Cependant, nous constatons que la méthode de Nesterov
a souvent une convergence plus rapide due à son principe d’accélération par l’inertie.

En conclusion de ce chapitre, l’idée de notre approche est intéressante théoriquement
et les résultats numériques montrent l’intérêt d’utiliser des méthodes d’optimisation
plus robustes malgré la complexité de leur application.

Il serait intéressant d’améliorer la fixation des pénalités de manière plus automa-
tique en fonction de chaque jeu de données. Pour confirmer ces bons résultats, nous
souhaitons appliquer notre méthode à un jeu de données de biologie, où les objets à
classer ont un grand nombre d’attributs. Combiner la méthode de Nesterov et ADMM
permettrait de rejoindre nos deux approches. Enfin, notre étude ouvre des perspec-
tives d’utilisation des méthodes d’optimisation pour résoudre d’autres problèmes de
classification non supervisées notamment ECM.
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Chapitre 6

Adaptation d’ECM pour la
détection des zones d’imprécisions
induites par la distance de
Mahalanobis
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Le formalisme de k-means repose sur un concept simple : chaque classe est représentée
par un objet "type" appelé centroïde ou centre de gravité. Chaque objet est associé
à la classe dont le centroïde est le plus proche en terme de distance. Dans sa ver-
sion évidentielle, les sous-ensembles sont aussi caractérisés par leur centre de gravité.
Ces centroïdes sont définis en fonction de ceux des classes qui composent ces sous-
ensembles. Masson et al. [11] utilisent un calcul barycentrique adapté à la distance
euclidienne.

Cependant cette approche peut ne pas être adaptée lorsque des distances adaptatives
sont employées. Elle peut conduire à une mauvaise localisation de la zone d’impré-
cision modélisée par les sous-ensembles. Or, l’intérêt d’un modèle évidentiel est de
pouvoir caractériser les zones d’imprécision, pour lesquelles un expert peut apporter
de nouvelles informations.

Dans ce chapitre, nous abordons en premier lieu la problématique, illustrant les limita-
tions de l’approche actuelle (section 6.1). Ensuite, nous introduisons notre proposition
(section 6.2). Enfin, nous analysons les performances obtenues par notre approche
(section 6.3).

6.1 Problématique
Dans le paragraphe 2.3.2 qui introduit le concept d’ECM, nous avons présenté la

formule de barycentre proposée (2.29) par Masson et al. [11] pour définir les cen-
troïdes (vj) de tous les sous-ensembles (Aj ̸= ∅, ∈ 2Ω) en fonction de ceux des classes
(vℓ, ∀ℓ ∈ [1, c]). De même, dans CECM, Antoine [50] utilise une formulation barycen-
trique similaire (éq. 6.1).
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Pour rappel, voici ces formules :

vj = vj ≜
1

|Aj|
∑

ωℓ∈Aj

vℓ = 1
|Aj|

c∑
ℓ=1

sℓjvℓ,

Sj = Sj ≜
1

|Aj|
∑

ωl∈Aj

Sℓ = 1
|Aj|

c∑
ℓ=1

sℓjSℓ. (6.1)

Les formules barycentriques étendues à la distance de Mahalanobis ne permettent pas
toujours une bonne représentation de la zone d’imprécision. Nous prenons l’exemple
6.1.1 pour illustrer la problématique.

Exemple 6.1.1: Détection de la zone d’imprécision

Soient deux classes ω1, ω2 définies par leur centroïde v1 =
(

5
1

)
, v2 =

(
10
6

)
et leur

ellipse de longueurs d’axe a1 = a2 = 7 et b1 = b2 = 2 et d’angle θ1 = 0°, θ2 = 90°,
par construction avec les formules barycentriques, le sous-ensemble ω1∪2 a pour
centroïde et ellipse,

v1∪2 =
(

7.5
3.5

)
, a1∪2 = b1∪2 = 4.5, θ1∪2 = 0°.
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Figure 6.1.1 – Zone d’imprécision.
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D’après la figure 6.1.1, nous observons que le centroïde de sous-ensemble v1∪2
n’est pas dans la zone de recouvrement des deux ellipses où se situe la véritable
zone d’imprécision, en vert. De même, la forme de son ellipse n’est visiblement pas
judicieuse. Cette étude est nécessaire pour trouver une formulation appropriée du
centroïde et des matrices de variance-covariance pour chaque sous-ensemble.

Ce problème a déjà été exploré par Davis [161] dans le contexte de la combinai-
son d’ellipses d’erreurs. Dans cette section, nous détaillons les formules à appliquer
spécifiquement dans le cadre des partitions crédales avec la distance de Mahalanobis.

6.2 Formulation
Nous présentons deux approches différentes aboutissant aux mêmes formules. Dans

un premier temps, nous étudions le problème d’un point de vue statistique puis géo-
métrique.

6.2.1 Analyse statistique
A chaque itération d’ECM, les centroïdes et les matrices de covariance des classes sont

obtenus par l’optimisation alternée. Le défi réside dans l’élaboration d’une formule
permettant de relier le centroïde et la matrice de covariance d’un sous-ensemble Aj,
pour lequel |Aj| > 1, aux centroïdes et aux matrices des singletons inclus dans Aj.

Soit µj ∈ Rp et Σj ∈ Rp×p la moyenne réelle et la matrice de covariance réelle d’un
sous-ensemble Aj tel que |Aj| > 1. Les valeurs attendues E pour µj et Σj sont :

µj = E[Y j],
Σj = V ar[Y j] = E[(Y j − E[Y j])(Y j − E[Y j])T ],

où Y j représente une variable aléatoire associée à l’échantillon {vℓ}, ∀ωℓ ∈ Aj. Nous
supposons qu’elle suit la distribution normale Y j ∼ N (µj, Σj).

Proposition 6.2.1: Définition des estimateurs

Soit vj un estimateur de µj sans biais :

vj =
∑

ωℓ∈Aj

W ℓvℓ, (6.2)

avec W ℓ ∈ Rp×p une matrice de poids, telle que

124



6.2. FORMULATION 125

∑
ωℓ∈Aj

W ℓ = I, (6.3)

avec I la matrice identité.
Et soit Zj un estimateur de Σj associé à vj :

Zj =
∑

ωℓ∈Aj

W ℓZℓW
T
ℓ . (6.4)

Démonstration. Soit l’estimateur vj de µj,

E(vj) = E(
∑

ωℓ∈Aj

W ℓvℓ) =
∑

ωℓ∈Aj

E(W ℓvℓ),

=
∑

ωℓ∈Aj

W ℓE(vℓ) =
∑

ωℓ∈Aj

W ℓµj.

Avec la définition 6.3 pour les matrices des poids, nous vérifions que l’estimateur est sans biais,

E(vj) = µj.

Comme les centroïdes des singletons sont indépendants,

V ar[vj] = V ar
[∑

ωℓ∈Aj
W ℓvℓ

]
= ∑

ωℓ∈Aj
V ar [W ℓvℓ] .

Avec V ar [vℓ] = Zℓ, nous obtenons l’estimateur de Σj associé à vj,

Zj = V ar[vj] =
∑

ωℓ∈Aj

W ℓZℓW
T
ℓ .

Pondération barycentrique :
Si nous apparions la définition de l’estimateur (6.2) avec la formulation barycentrique
originelle pour les centres de gravité, vj = 1

|Aj |

∑
ωℓ∈Aj

vℓ ∀j ∈ [1, 2c], nous déduisons
que les matrices des poids sont W ℓ = 1

|Aj |
I, ∀ℓ ∈ [1, c]. Rigoureusement nous devrions

définir les matrices de covariances, Zj = 1
|Aj |2

∑
ωℓ∈Aj

Zℓ.

Pondération optimale :
Nous souhaitons trouver les matrices des poids Wj = {W ℓ|ωℓ ∈ Aj} qui minimisent
la zone d’imprécision Sj = Z

−1
j :
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min
W j

det(Sj), ∀Aj ⊆ 2Ω,

avec la contrainte(6.3).

La fonction déterminant n’étant pas convexe, nous réécrivons le problème avec une
combinaison par la fonction ln,

min
W j

− ln(det(Zj)), ∀Aj ⊆ 2Ω. (6.5)

avec la contrainte(6.3).

Or les matrices de distances de Mahalanobis sont symétriques et définies positives,
Sj ≻ 0. Par conséquent, par construction, Wj est inversible et la nouvelle fonction
est convexe. La contrainte (6.3) permet de borner l’ensemble des solutions, et ainsi
d’obtenir un problème bien défini.

Proposition 6.2.2: Pondération optimale

Pour le sous-ensemble Aj, les matrices des poids minimisant la zone d’imprécision
sont les suivants , ∀ℓ ∈ [1, c], ωℓ ∈ Aj,

W ℓ =

 ∑
ω′

ℓ
∈Aj

Z−1
ℓ′


−1

Z−1
ℓ . (6.6)

Le sous-ensemble Aj est caractérisé par sa matrice de variance-covariance opti-
male Z

+
j (ou sa matrice de distance S

+
j ) et son centre de gravité v+

j définis par
les formulations :

Z
+
j =

 ∑
ω′

ℓ
∈Aj

Z−1
ℓ′


−1

,

S
+
j =

∑
ω′

ℓ
∈Aj

Z−1
ℓ′ =

∑
ω′

ℓ
∈Aj

Sℓ′ , (6.7)

v+
j =

∑
ωℓ∈Aj

 ∑
ω′

ℓ
∈Aj

Z−1
ℓ′


−1

Z−1
ℓ vℓ,

= Z
+
j

∑
ωℓ∈Aj

Sℓvℓ. (6.8)
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Démonstration. La fonction de Lagrange associée à fonction objectif du problème (6.5)
est,

L(Wj, Λ) = −ln(det(Zj))+ < Λ, (
∑

ωℓ∈Aj

W ℓ) − I >F .

avec Λ le multiplicateur de Lagrange, une matrice réelle carrée de dimension nd × nd.
Comme la fonction est convexe, la solution optimale est le point qui annule le gradient
du Lagrangien :

∂L(Wj, Λ)
∂W ℓ

= 0,

∂L(Wj, Λ)
∂Λ

= 0.

Calculs des dérivées
Pour simplifier les calculs, supposons la décomposition de L(Wj, Λ) en deux termes :

L1(Wj) = −ln(det(Zj)),
L2(Λ, Wj) = < Λ, (

∑
ωℓ∈Aj

W ℓ) − I >F ,

tels que L(Wj, Λ) = L1(Wj) + L2(Λ, Wj).

Pour le premier terme, nous utilisons la règle de dérivée d’une fonction matricielle
composée d’autres matrices voir l’équation 137 dans Matrix cook book 1, [162, éq. 137] :

∂

∂W ℓ

L1(Wj) = −Tr

(
∂ln(det(Zj))

∂Zj

∂Zj

∂W ℓ

)
= −Tr

(
Z

−1
j

∂Zj

∂W ℓ

)

d’après [162, éq. 57] et grâce à la propriété de symétrie de Z. Nous continuons par la
dérivée partielle, en l’étudiant terme à terme (m, s), (W ℓ)ms de W ℓ :

∂Zj

∂(W ℓ)ms

= ∂

∂(W ℓ)ms

∑
ωℓ′ ∈Aj

W ℓ′Zℓ′W T
ℓ′ ,

= ∂

∂(W ℓ)ms

W ℓZℓW
T
ℓ ,

= W ℓZℓJ
sm + JmsZℓW

T
ℓ ,

avec Jms une matrice à une seule entrée ayant une valeur de 1 à (m,s) et des valeurs
nulles ailleurs voir [162, éq. 80]. Ainsi, par linéarité de la trace et selon les [162, éq.
450 et 452], nous obtenons les relations suivantes :

∂L1(Wj)
∂(W ℓ)ms

= −Tr(Z−1
j W ℓZℓJ

sm) − Tr(Z−1
j JmsZℓW

T
ℓ ),

= −(Z−1
j W ℓZℓ)T

sm − (ZℓW
T
ℓ Z

−1
j )sm,

= −(ZℓW
T
ℓ Z

−T

j )sm − (ZℓW
T
ℓ Z

−1
j )sm.

1. https://www.math.uwaterloo.ca/ hwolkowi/matrixcookbook.pdf
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Puisque la matrice Zj est symétrique défini positif Z
−1
j = Z

−T

j , nous avons,

∂L1(Wj)
∂(W ℓ)ms

= −2(ZℓW
T
ℓ Z

−1
j )sm.

Nous pouvons reconstruire la dérivée partielle de la première partie de la fonction
L(Wj, Λ) à partir des dérivées partielles terme à terme,

∂L1(Wj)
∂W ℓ

= −2Z
−1
j W ℓZℓ.

Pour la seconde partie, nous utilisons la linéarité de la trace et [162, éq. 101] :

∂

∂W ℓ

L2(Λ, Wj) = ∂

∂W ℓ

Tr(Λ((
∑

ωℓ′ ∈Aj

W ℓ′) − I)),

= ∂

∂W ℓ

Tr(ΛW ℓ),

= ΛT .

En réunissant les dérivées partielles des deux parties, L1 et L2, nous écrivons la dérivée
partielle du Lagrangien selon la matrice des poids :

∂L(Wj, Λ)
∂W ℓ

= ∂L11(Wj)
∂W ℓ

+ ∂L12(Wj, Λ)
∂W ℓ

,

= −2Z
−1
j W ℓZℓ + ΛT .

Ainsi, le système définissant les conditions d’optimalité est désormais le système,

∂L(Wj, Λ)
∂W ℓ

= 0 ⇐⇒ 2Z
−1
j W ℓZℓ = Λ⊤, (6.9)

∂L(Wj, Λ)
∂Λ

= 0 ⇐⇒
∑

ωℓ∈Aj

W ℓ = I. (6.10)

Nous isolons W ℓ dans (6.9),
W ℓ = 1

2ZjΛ⊤Z−1
ℓ . (6.11)

Nous injectons cette formule dans l’équation (6.10), nous déduisons la valeur du mul-
tiplicateur Λ :

Λ⊤ = 2Z
−1
j

 ∑
ωℓ′ ∈Aj

Z−1
ℓ′


−1

. (6.12)
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En substituant (6.12) dans (6.11) nous obtenons,

W ℓ =

 ∑
ω′

ℓ
∈Aj

Z−1
ℓ′


−1

Z−1
ℓ . (6.13)

Nous remarquons que tous les W ℓ sont inversibles donc Wj aussi. Nous sommes
assurés de minimiser le problème (6.5).

6.2.2 Analyse géométrique
D’un point de vue géométrique, le centre de gravité optimal du sous-ensemble Aj est

le point de l’espace vj qui minimise la moyenne de Fréchet définie comme la somme
des distances de Mahalanobis de chaque classe :

min
v

F (v) =
∑

ωℓ⊆Aj

(v − vℓ)T Z−1
ℓ (v − vℓ), (6.14)

Comme F est la somme de fonction quadratique, elle est convexe. Donc le vecteur v
qui annule le gradient, est le minimum de la fonction.
La dérivée de la fonction est,

∂F (v)
∂v

= 1
2

∑
ωℓ⊆Aj

∂

∂v
(v − vℓ)T Z−1

ℓ (v − vℓ) =
∑

ωℓ⊆Aj

Z−1
ℓ (v − vℓ).

Nous l’annulons,

∂F (v)
∂v

= 0 ⇒
∑

ωℓ⊆Aj

Z−1
ℓ v =

∑
ωℓ⊆Aj

Σ−1
ℓ vℓ,

⇒ v =

 ∑
ωℓ⊆Aj

Z−1
ℓ


−1 ∑

ωℓ⊆Aj

Z−1
ℓ vℓ.

Nous avons bien la même formule v = v+
j . La géométrie confirme les résultats obtenus

par les statistiques.

6.2.3 Illustrations
Nous souhaitons comparer visuellement notre modèle, nommé ECM+ (v+

j , S
+
j ) et le

modèle l’orignal ECM (vj, Sj) [50]. Pour cela, nous reprenons l’exemple 6.1.1 ainsi
que trois autres exemples types définis dans l’annexe A.2.2. Les quatres figures 6.2.1
présentent les partitionnements obtenus par ces deux modèles. Les formules d’ECM+
permettent de caractériser la zone d’imprécision avec justesse et précision.
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(b) Cas T1.
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(c) Cas T2.
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(d) Cas T3.

Figure 6.2.1 – Différence théorique entre ECM et ECM+.

La plus grosse différence se situe sur l’estimation du centre de gravité. Dans le cas
où les classes ont la même forme comme dans le cas T1, la formule barycentrique
est correcte. Pour la forme du sous-ensemble j, nous avons une relation intéressante
Sj = 1

|Aj |
S

+
j . Nous en déduisons que les ellipses partagent la même orientation mais

ont des volumes différents. Nous avons la relation suivante : det(Sj) = 1
|Aj |1/nd

det(S+
j ).

Pour tous les cas, nous observons cette différence.

6.2.4 Algorithme
L’algorithme 10 est celui de la méthode d’optimisation alternée appliquée au modèle

ECM+. Il reprend l’algorithme 4 du modèle ECM en remplaçant les formules bary-
centriques par les formules optimales.
Nous n’avons pas ajouté ou supprimé de variable donc la complexité spatiale reste en
O(nnd + n2c−1 + 2c−1n2

d + ncn2
d). Le coût supplémentaire du calcul de Vk

j engendré
par la somme des Sℓ O(cn2

d) et son inversion O(n3
d), n’augmentent pas la complexité

temporelle totale en O(t(n22c−2n2
d + (cnd)3)) pour t itérations.
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Algorithme 10 ECM+ par AO.
Entrée : X les données, c le nombre de classes, α,β,δ.
Sortie : M k,Vk,Sk

1: err = 1, k = 0,
2: M 0 initialisation aléatoire ou FCM.
3: tant que err > 10−3 faire
4: k = k + 1
5: Calcul de Vk

ℓ (3.20) (résolution du système linéaire) :

Gk−1vk = F k−1x.

6: Calcul de Vk
j (6.8) (nouvelle formule) :

vk
j =

 ∑
ωℓ⊆Aj

Sk−1
ℓ


−1 ∑

ωℓ⊆Aj

Sk−1
ℓ vk

ℓ .

7: Calcul de Sk
ℓ (3.22) :

Σk
ℓ =

n∑
i=1

∑
Aj ̸=∅

sℓj|Aj|α−1
(
mk−1

ij

)β
(xi − vk

j )(xi − vk
j )⊤,

Sk
ℓ = det(Σk

ℓ )
1
p

(
Σk

ℓ

)−1
.

8: Calcul de Sk
j (6.7) (nouvelle formule) :

S
k

j =
c∑

ℓ=1
sℓjS

k
ℓ .

9: Calcul de M k (3.19) :

∀i, Aj ̸= ∅, mk
ij =

|Aj|
−α
β−1 d

−2
β−1
ij∑

Aℓ ̸=∅ |Aℓ|
−α
β−1 d

−2
β−1
iℓ + δ− 2

β−1

, mk
i∅ = 1 −

∑
j

mk
ij.

10: err =∥ M k − M k−1 ∥
11: fin tant que
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6.3 Expérimentations numériques

6.3.1 Méthodologie
Grâce aux illustrations de la figure 6.2.1, nous avons visualisé la différence théorique

entre ces deux modèles. À présent, nous souhaitons comparer les algorithmes ECM
et ECM+, en évaluant la qualité de leur regroupement. Il existe très peu de mesures
d’évaluation pour la classification non supervisée évidentielle. Nous disposons d’un in-
dice interne, l’entropie appelée nonspecificity N∗ (éq. 2.49), qui doit être minimisée vers
0, ainsi que deux indices externes : CRI (éq. 2.39) et ARI (éq. 2.37) à maximiser vers
1. L’Adjusted Rand Index compare deux partitions dures. Il est nécessaire de transfor-
mer les partitions crédales en partitions dures. Au lieu d’appliquer la transformation
pignistique, voir sa définition 2.3.14, et le principe de défuzzification pour obtenir une
partition dure, nous considérons la partition crédale dure. Elle est définie en attribuant
à chaque objet le sous-ensemble ayant la masse la plus élevée. La partition crédale dure
permet de détecter les objets qui peuvent être affectés sans ambiguïté à une classe,
c’est-à-dire ceux dont le sous-ensemble d’affectation est un singleton, donc une classe.
C’est ainsi que nous comparons la partition dure de référence avec la partition dure
crédale, restreinte aux objets affectés à une classe. Nous donnons le pourcentage des
objets conservés pour l’évaluation par l’ARI.

Pour n’avoir besoin que d’une seule initialisation, nous avons opté pour l’algorithme
ADMM de FCM, algorithme 8 avec la distance euclidienne. Le terme de pénalité a
été fixé à r = 2, 5 et le nombre d’itérations maximal à 50. En ce qui concerne les
hyperparamètres d’ECM et ECM+, ils n’ont pas fait l’objet d’une étude particulière.
Nous avons conservé les valeurs standards proposées par Masson et al. [11], soit α =
1, β = 2, et δ = 10. Ils proposent de réduire la complexité computationnelle des
algorithmes en se focalisant uniquement sur les sous-ensembles de cardinalité inférieure
ou égale à deux, à savoir les singletons, les doublons, l’ensemble vide ∅ et l’ensemble
Ω caractérisant l’incertitude totale.

Les expérimentations ont été réalisés en utilisant le logiciel MATLAB R2020a sur un
ordinateur équipé d’un processeur Intel Core i5 de 10ème génération, 16 Go de RAM,
fonctionnant sous le système d’exploitation Linux.

6.3.2 Jeux de données
Pour choisir un jeu de données sur lequel appliquer ECM, nous devons être vigilant au

nombre de classes c, même si nous examinerons seulement c2 +2 sous-ensembles et non
2c. En effet, la limite spatiale peut être atteinte avec des jeux de données comportant
un grand nombre de classes. C’est pourquoi nous n’appliquons pas les algorithmes
aux données A1 et A3, qui ont respectivement 20 et 50 classes. En revanche, nous
testons les six autres jeux de données synthétiques : Asymétrique, DIM32, DIM64 et
Skewed, S1 et S3 présentés dans l’annexe A.3. Nous reprenons également les neuf jeux
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de données réelles de l’annexe A.4 issus de la bibliothèque de l’UCI 2. De plus, l’annexe
A.2.2 détaille la construction de trois jeux de données prototypes correspondant aux
cas T1, T2 et T3 de la figure 6.2.1. Ces trois proptotypes sont spécialement conçus
pour l’étude d’ECM+. Ainsi, au total nous disposons de 18 jeux de données.

Dans le but de garantir que chaque attribut ait une importance égale, nous normali-
sons les jeux de données selon la procédure décrite dans l’annexe A.1.2.

6.3.3 ECM+ vs ECM
Tout d’abord, il est important de préciser que dans l’algorithme d’ECM+ les mo-

difications ont été apportées uniquement au niveau des formules de mise à jour des
centres de gravité des sous-ensembles et de leurs matrices associées, c’est-à-dire Vj et
Sj. Ces variables sont mises à jour en minimisant la zone d’imprécision plutôt que la
fonction objectif JECM (2.30). D’un autre côté, les mises à jour des centres de gravité
des classes et de leurs matrices, Vℓ et Sℓ, n’ont pas été modifiées, et elles reposent
toujours sur la formulation barycentrique. Cette minimisation est donc approximative
et manque de cohérence, ce qui signifie que la monotonie de la fonction objectif JECM

n’est pas garantie. Cependant, nos expérimentations ont toujours montré une conver-
gence de la méthode. Dans certains cas, comme pour le jeu de données Skewed illustré
dans la figure 6.3.1a, la fonction peut présenter des rebonds. Cependant, pour d’autres
cas tels qu’Iris, comme le montre la figure 6.3.1b, la minimisation de la fonction reste
monotone. Ainsi, dans cette étude préliminaire, nous avons supposé que les éventuels
rebonds n’empêchent pas l’algorithme de converger.
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(a) Skewed.
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(b) Iris.

Figure 6.3.1 – Monotonie de la fonction objectif pour ECM+.

Les données prototypes ont été créées dans le but de mettre en évidence les problé-
matiques rencontrées et les avantages d’une méthode par rapport à l’autre. La figure

2. https://archive.ics.uci.edu/
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6.3.2 présente les regroupements obtenus par ECM et ECM+ pour les trois jeux de
données T1, T2 et T3. Ces graphiques confirment les résultats théoriques obtenus pré-
cédemment. Nous pouvons constater que la zone d’imprécision est mieux ciblée par
ECM+ que par ECM et qu’elle est également plus petite.
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(d) T2 - ECM+.
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(e) T3 - ECM.
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(f) T3 - ECM+.

Figure 6.3.2 – Différence pratique entre ECM et ECM+.

Le tableau 6.1 donne le score ARI de la partition dure crédale, restreinte aux objets
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affectés à une classe. Nous précisons le pourcentage des objets conservés quand il n’est
pas égal à 100%. Les résultats obtenus vont dans le sens des observations visuelles. En
effet, pour la majorité des jeux de données (11/18), les données sont affectées à une
classe puisque la croyance maximale est allouée à un singleton. Pour 70% de ces cas,
ECM+ obtient un score meilleur ou identique à ECM. D’autre part, pour la minorité
des jeux de données (7/18), nous remarquons que le nombre d’objets retirés est plus
important pour ECM.

T1 T2 T3
ECM 1.00 (99.8%) 0.85 (98.2%) 0.94 (97.8%)
ECM+ 1.00 0.91 (96.6%) 0.99 (96.6%)

(a) Jeux de données prototypes.
AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine

ECM 0.53 0.72 0.77 0.70 (98%) 0.29 0.76 0.26 0.37 0.36
ECM+ 0.55 0.71 0.58 0.85 0.30 0.78 0.42 0.28 0.36

(b) Jeux de données UCI.
Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed

ECM 0.99 (86.9%) 0.09 0.06 0.97 (57.3%) 0.75 (32.8%) 0.99 (75.6%)
ECM+ 0.96 (89.4%) 0.23 0.11 0.62 (52.4%) 0.46 (32.8%) 0.99 (95%)

(c) Jeux de données synthétiques.

Tableau 6.1 – Comparaison d’ECM et d’ECM+ par ARI (%).

T1 T2 T3
ECM 0.84 0.75 0.78
ECM+ 0.90 0.82 0.85

AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
ECM 0.64 0.87 0.56 0.63 0.48 0.48 0.43 0.54 0.48
ECM+ 0.70 0.89 0.71 0.76 0.56 0.73 0.48 0.59 0.52

Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed
ECM 0.82 0.82 0.81 0.87 0.83 0.79
ECM+ 0.85 0.85 0.83 0.83 0.81 0.89

Tableau 6.2 – Comparaison d’ECM et d’ECM+ par CRI.

Afin de réaliser une observation plus complète, nous avons décidé de comparer la parti-
tion crédale avec la partition dure de référence en utilisant l’indice CRI. Les résultats
sont présentés dans le tableau 6.2. L’analyse ne laisse place à aucune ambiguïté : dans
89 % des jeux de données, le modèle ECM+ aboutit à un meilleur partitionnement.
Seuls les cas S1 et S3 ne montrent pas d’amélioration.
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D’un point de vue de la non-spécificité, dont les valeurs sont retranscrites dans le
tableau 6.3, ECM+ est meilleure. En effet, cette mesure n’évalue que l’entropie des
sous-ensembles différents des singletons. Or, nous venons de voir théoriquement et
également dans nos exemples qu’ECM+ présente en général des zones d’imprécisions
plus petite, par conséquent, le nombre d’objets dans ces zones sont généralement moins
important. Seul S1 présente une valeur légèrement meilleure pour ECM.

T1 T2 T3
ECM 0.10 0.12 0.11
ECM+ 0.05 0.09 0.07

AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
ECM 0.13 0.03 0.23 0.19 0.27 0.26 0.33 0.24 0.27
ECM+ 0.06 0.02 0.09 0.07 0.13 0.07 0.19 0.15 0.15

Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed
ECM 0.10 0.19 0.20 0.14 0.19 0.14
ECM+ 0.08 0.14 0.16 0.15 0.19 0.06

Tableau 6.3 – Comparaison d’ECM et d’ECM+ par N∗.

Pour compléter l’analyse de l’entropie, il est important d’étudier celle des classes.
Pour ce faire, nous considérons seulement les singletons de l’ensemble puissance. Nous
évaluons, avec l’indice Partition Entropy PE (éq. 2.45), la partition crédale avec les
mêmes objets utilisés pour l’ARI. Les résultats, présentés dans le tableau 6.4, montrent
sans surprise qu’ECM+ obtient une entropie inférieure aux exceptions S1 et S3. Nous
pouvons donc conclure que notre modèle produit un meilleur regroupement selon l’en-
tropie.

T1 T2 T3
ECM 0.32 0.39 0.35
ECM+ 0.24 0.29 0.25

(a) Jeux de données prototypes.
AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine

ECM 0.49 0.76 0.77 1.07 1.58 1.57 0.99 2.00 1.58
ECM+ 0.36 0.52 0.48 0.78 1.38 0.81 0.97 2.00 1.58

(b) Jeux de données UCI.
Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed

ECM 0.81 3.91 4 1.73 2.09 1.00
ECM+ 0.74 3.40 3.93 2.34 2.95 0.76

(c) Jeux de données synthétiques.

Tableau 6.4 – Comparaison d’ECM et d’ECM+ par PE.
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Le temps d’exécution CPU est renseigné dans le tableau 6.5. Les deux modèles utili-
sant la même méthode d’optimisation ont la même complexité temporelle en théorie.
Nos expérimentations numériques vont dans ce sens puisqu’il n’y a pas un modèle qui
a systématiquement un temps significativement plus faible.

T1 T2 T3
ECM 7.0e-2 2.1e-1 1.1e-1
ECM+ 1.0e-1 9.0e-2 8.0e-2

AG DB Glass Iris IJL Seed WDBC Wifi Wine
ECM 2.2e-1 3.2e+2 1.5e-1 3.3e-1 8.6e-1 1.8e+0 9.5e-1 3.3e+0 2.7e-1
ECM+ 2.1e-1 2.5e+2 2.7e-1 2.5e-1 1.0e+1 4.2e-1 7.0e-1 6.1e+0 9.5e-1

Asymmetric DIM32 DIM64 S1 S3 Skewed
ECM 7.4e-1 1.2e+3 2.8e+2 8.4e+2 1.4e+3 5.8e+0
ECM+ 2.5e+0 4.5e+3 3.8e+3 6.9e+3 6.7e+3 1.0e+2

Tableau 6.5 – Temps CPU de l’exécution d’ECM et d’ECM+.

6.4 Conclusion
Au début de ce chapitre, nous avons mis en exergue le défi d’appliquer la distance

de Mahalanobis avec le modèle évidentiel ECM. La formulation barycentrique, pour
construire les centroïdes et les ellipsoïdes des sous-ensembles en fonction de ceux des
classes, est pertinente avec une distance euclidienne. Cependant, elle délimite mal les
zones d’imprécisions pour la distance de Mahalanobis.

En nous inspirant des travaux de Davis [161], nous proposons une nouvelle formulation
obtenue à la fois par une approche statistique et par une approche géométrique. D’un
point de vue statistique, nous affinons la moyenne et l’écart-type correspondant aux
centroïdes et à la matrice de variance-covariance en minimisant la zone d’imprécision
grâce au calcul des poids qui la réduisent au maximum. Du point de vue géométrique,
nous recherchons le point qui minimise la somme des distances.

Les résultats obtenus théoriquement montrent qu’ECM+ identifie mieux la zone d’im-
précision en terme de position, les centroïdes, ainsi qu’en terme de forme, en assurant
une meilleure adéquation entre l’ellipse et cette zone. De plus, le volume de l’ellip-
soïde est généralement plus petit, car le déterminant de l’inverse de la matrice de
variance-covariance évidentielle d’ECM+ est plus petit que celui d’ECM.

Les expérimentations numériques ont confirmé ces résultats. Les zones d’imprécision
sont mieux cernées et le nombre d’objets inclus dans cette zone est souvent plus faible.

137



6.4. CONCLUSION 138

Les améliorations en terme de partitionnement selon l’entropie, N∗ et PE, et le CRI
sont significatives et sans équivoque : ECM+ parvient à obtenir un meilleur regroupe-
ment pour un temps de calcul similaire.

Dans cette étude, nous avons été limités dans notre analyse en raison du nombre
restreint de mesures d’évaluation interne disponibles. Il serait important de développer
de nouveaux indices permettant de décrire la qualité des partitions évidentielles, en
particulier en tenant compte de l’impact des sous-ensembles.

Nos expérimentations ont révélé que malgré la précision de la délimitation des zones
d’imprécision, celles-ci ne sont pas pleinement exploitées. En effet, il y a très peu de
données qui ont une fonction de croyance maximale pour un des sous-ensembles hors
singletons. D’un autre côté, nous savons qu’avec la distance euclidienne, l’importance
des sous-ensembles est plus significative. Il serait donc intéressant d’étudier de manière
approfondie l’impact concret des sous-ensembles dans le cas de la distance de Maha-
lanobis, en comparant notamment ECM avec FCM. L’objectif est de tirer le meilleur
parti possible de ce modèle. Les zones de chevauchement des ellipses correspondent en
réalité aux zones d’imprécision, il est essentiel d’en tenir compte.

Pour compléter cette étude, nous souhaitons intégrer la nouvelle formulation pour
optimiser les centres de gravité des classes et leurs matrices de distance associées, afin
d’obtenir une optimisation plus cohérente. Il serait envisageable d’étendre les nouvelles
formules d’ECM+ au modèle avec contraintes sur les paires d’objets, CECM [50], à
partir duquel la problématique de ce chapitre est née.
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L’utilisation de la distance de Mahalanobis offre de nombreuses opportunités pour le
modèle de classification non supervisée HCM et ses variantes. Néanmoins, elle soulève
également de nouveaux défis. Nous venons d’explorer trois défis majeurs, les deux
premiers concernant la variante floue FCM, tandis que le dernier concerne la variante
évidentielle ECM.

En premier lieu, il est essentiel de développer des indices capables d’évaluer une parti-
tion basée sur la distance de Mahalanobis. Pour ce faire, nous avons étendu la mesure
d’évaluation interne de Xie-Beni (XB). Nous avons remplacé la distance euclidienne,
par la distance de Mahalanobis pour mesurer la compacité, et par la distance de Was-
serstein pour évaluer la séparabilité. Ces distances nous permettent de prendre en
compte la forme des classes. D’après nos expérimentations numériques, nous avons
observé que notre indice XBMW améliore significativement la précision. Notre mé-
thodologie s’appuie sur la vérification des indices internes par les indices externes.
Cette démarche est novatrice. Enfin, nous avons constaté que ce n’était pas seulement
une mesure d’évaluation, mais également un outil d’aide à la décision pour déterminer
quelle distance est préférable d’employer : la distance euclidienne ou la distance de
Mahalanobis.

Le point central de cette étude concerne l’optimisation du modèle FCM avec la dis-
tance de Mahalanobis. L’objectif est d’obtenir un meilleur regroupement en trouvant
un meilleur minimum local du problème. En effet, l’utilisation de cette distance com-
plexifie l’optimisation, ce qui nous pousse à explorer des méthodes plus robustes. Tout
d’abord, pour résoudre le problème global, nous proposons d’appliquer la méthode des
directions alternées, l’Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM). Dans nos
expériences numériques, nous avons observé que notre méthode conduit à un parti-
tionnement différent de celui obtenu par l’optimisation alternée et qu’elle est meilleure
lorsque le nombre d’attributs est suffisamment élevé par rapport au nombre de classes.
Dans un second temps, pour la mise à jour des matrices de la distance de Mahalanobis,
nous optons pour l’application de la méthode du gradient projeté accéléré (APG) de
Nesterov. Cette approche permet de rendre le sous-problème convexe et les résultats
que nous obtenons sont intéressants, générant un partitionnement encore différent. En
somme, notre étude apporte un regard nouveau sur la classification non supervisée.

En dernier lieu, la gestion des zones d’imprécision dans ECM représente un enjeu
majeur. Néanmoins, la formulation barycentrique, qui est adaptée à la distance eucli-
dienne, n’est pas pertinente dans le contexte de la distance de Mahalanobis. Pour y
remédier, nous avons proposé une nouvelle formulation, ECM+, spécifiquement conçue
pour la distance de Mahalanobis. Nos expérimentations numériques sont en adéqua-
tion avec les propriétés théoriques. ECM+ est tout simplement bien plus précise et
performante.

À la fin de ces travaux, plusieurs perspectives s’offrent à nous. Nous envisageons
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de développer de nouvelles mesures d’évaluation pour les modèles de classification
non supervisée basés sur la distance de Mahalanobis et d’appliquer nos méthodes
d’optimisation à d’autres modèles.
Mesures internes :
— Tout d’abord, en ce qui concerne FCM, il est nécessaire d’envisager des exten-

sions supplémentaires des mesures internes pour tenir compte de la forme des
classes générées par FCM-GK. Une piste intéressante serait l’indice FS (Fuzzy
Silhouette), qui propose une approche différente et complémentaire par rapport à
XB. L’objectif sous-jacent est de fournir un outil complet permettant de choisir
la métrique la plus adaptée en fonction de cet indice.

— L’analyse des méthodes de classification non supervisée évidentielle est également
confrontée au faible nombre de mesures internes disponibles pour évaluer les par-
titions obtenues. Nous pouvons envisager d’étendre certaines mesures internes
floues existantes pour les adapter au contexte évidentiel. Cependant, il serait éga-
lement nécessaire de créer de nouvelles mesures spécifiques permettant d’évaluer
la pertinence des sous-ensembles du modèle évidentiel.

Méthodes d’optimisation :
— Afin que le plus grand nombre puisse exploiter ADMM et AO-APG, il est essen-

tiel de développer un paramétrage adaptatif qui ne nécessite pas d’intervention
de l’utilisateur. De plus, l’intégration d’APG à ADMM pour former ADMM-APG
pourrait constituer un véritable atout en combinant les avantages de ces deux mé-
thodes. Toutefois, il convient de noter que le choix des hyperparamètres pourrait
représenter un défi majeur.

— L’optimisation d’ECM par ADMM semble être la suite logique à cette étude. Son
application devrait être simple, si nous reprenons la décomposition des variables
proposées pour FCM. Cette approche prometteuse pourrait également être éten-
due à ECM+ ou à d’autres modèles de classification non supervisée.

— Une autre perspective serait d’explorer l’optimisation de fonctions bi-objectif, en
utilisant par exemple la formulation proposée par Fukuyama et al. [163]. Cela
permettrait à la fois d’optimiser la compacité et la séparabilité des classes.

— Il serait également très intéressant d’explorer l’application de la nouvelle formu-
lation d’ECM+ à des problèmes d’apprentissage semi-supervisé sous contrainte,
par exemple CECM [50].
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A.1 Mise à l’échelle
Dans cette étude, nous supposons que les données utilisées sont propres, elles n’ont

pas de bruit. Il reste un seul pré-traitement à effectuer, la mise à l’échelle des différents
attributs. En effet, l’ordre de grandeur peut varier significativement d’un attribut à un
autre. Pour éviter tout impact sur la classification non supervisée, il est nécessaire de
standardiser ou normaliser les données. L’avantage de la normalisation est qu’elle ne
requiert aucune hypothèse particulière, contrairement à la standardisation qui suppose
une distribution gaussienne des données. De plus, avec la normalisation, toutes les
valeurs des données sont ramenées dans l’intervalle [-1, 1].

A.1.1 Standardisation
Soit le jeu de données représenté par une matrice réelle X de taille n × nd (nombre

d’objets par nombre d’attributs). La standardisation signifie centrer la variable à zéro
et standardiser la variance à 1. La procédure consiste à soustraire la moyenne de chaque
observation, puis à diviser par l’écart type. Les valeurs redimensionnées des objets par
attribut ont les propriétés d’une distribution normale centrée réduite.

Définition A.1.1: Standardisation

Soit le jeu de données X, et sa standardisation Xs se défini selon chaque attribut,

∀ℓ ∈ [1, nd], Xs(., ℓ) = X(., ℓ) − meanℓ(X)
stdℓ(X) , (A.1)

avec meanℓ(X) = 1
n

∑c
i=1 X(i, ℓ) et stdℓ(X) =

√
1
n

∑c
i=1 (X(i, ℓ) − meanℓ(X))2.
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A.1.2 Normalisation
Il existe la normalisation min-max qui transforme les données dans [0,1]. Mais nous

utilisons la normalisation moyenne (mean normalization) qui recentre les données en
0 et réduit l’intervalle à [-1, 1].

Définition A.1.2: Normalisation

Soit le jeu de données X, et sa normalisation Xn se défini selon chaque attribut,

∀ℓ ∈ [1, nd], Xn(., ℓ) = X(., ℓ) − meanℓ(X)
max(X(., ℓ)) − min(X(., ℓ)) . (A.2)

A.2 Jeux de données prototypes
Pour mettre en évidence les caractéristiques théoriques des indices ou des modèles

nous avons besoin de créer des prototypes.

A.2.1 Pour l’évaluation de XBMW
Nous souhaitons obtenir des classes de formes ellipsoïdales variées, en modifiant à la

fois leur rotation et leur longueurs d’axe. Plus particulièrement, dans le but d’analy-
ser les mesures d’évaluation interne, nous avons besoin de tester différents scénarios.
Par exemple, lorsque deux centroïdes sont très proches les uns des autres, mais que
leurs ellipses associées sont différentes (cas T3). Ou encore, lorsque deux jeux de don-
nées distincts partagent les mêmes centres de gravité, mais diffèrent uniquement par
l’orientation de leurs ellipses (cas T1-T6). Enfin, nous considérons également le cas où
chaque classe possède la même forme ellipsoïdale (cas T1).

Ainsi, nous avons créé six jeux de données, chacun étant une combinaison de plusieurs
classes. Chaque classe ω est caractérisée par une ellipse dont le tableau A.1 fournit le
centre v, les longueurs des axes a et b, ainsi que l’angle de rotation θ. Les données ont
été générées en utilisant la fonction mvrand de MATLAB, avec 100 objets par classe.

On note −ω, la classe dont son centre −v est l’opposé du centre de la classe ω et qui
partage les mêmes paramètres a, b, θ. Voici la liste de composition de chaque jeu de
données.
— T1 : {ω1, ω2, −ω1 },
— T2 : {ω1, ω2, ω3 },
— T3 : {ω4, ω5 },
— T4 : {ω4, ω5, ω6, −ω6, ω7, −ω7 },
— T5 : {ω1, ω8, ω9, ω10, ω11 },
— T6 : {ω12, ω13, −ω1 }.
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v a b θ ( °)
ω1 (0 ;3/5) 1/6 1/18 30
ω2 (0 ;0) 1/6 1/18 30
ω3 (-2/5 ;0) 1/2 1/18 0
ω4 (0 ;0) 2 1/10 0
ω5 (0 ;0) 1/3 1/9 10
ω6 (-3 ;3) 1 1 0
ω7 (3 ;3) 2 1/4 0
ω8 (1.2 ;0) 1/6 1/18 -30
ω9 (-1/2 ;-1/3) 1/12 1/12 0
ω10 (-0.9 ;-1/3) 1/12 1/12 0
ω11 (0 ;-1/6) 1/6 1/12 45
ω12 (3/5 ;0) 1/6 1/18 -30
ω13 (0 ;0) 1/6 1/18 0

Tableau A.1 – Caractéristiques des classes ellipsoïdales (Étude XBMW).

La figure A.2.1 présente les 6 jeux de données prototypes standardisés.
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Figure A.2.1 – Jeux de données prototypes (Étude XBMW).
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A.2.2 Pour l’étude de la classification évidentielle
Nous souhaitons étudier la gestion de la zone d’incertitude par ECM et ECM+ dans

différents scénarios. Nous avons créé trois jeux de données, chacun composé de deux
classes, ω1 et ω2. Tout d’abord, nous avons considéré le cas où la formule barycentrique
est appropriée pour définir le sous-ensemble ω1∪2 (cas T1). Ensuite, nous proposons les
cas où le barycentre est plus éloigné (cas T2) ou plus proche (cas T3) de la zone réelle
d’incertitude. Comme pour les jeux de données prototypes précédents, les classes sont
définies par des ellipses. Le tableau A.2 fournit leurs caractéristiques, les centroïdes
v, les longueurs des axes a et b, ainsi que l’angle de rotation θ. Nous avons utilisé la
fonction mvrand pour générer 250 objets par classe.

v a b θ ( °)
ω1 (0 ;-0.5) 1/3 1/9 0
ω2 (0 ;0.5) 1/3 1/9 0
ω3 (0.75 ;0) 1/3 1/18 80
ω4 (0.5 ;0.2) 1/3 1/18 -70
ω5 (0 ;-0.5) 1/3 1/9 10

Tableau A.2 – Caractéristiques des classes ellipsoïdales (Etude ECM+).

La figure A.2.2 donne la représentation des trois jeux de données prototypes composés
des classes selon la liste suivante :
— T1 : {ω1, ω2},
— T2 : {ω1, ω3},
— T3 : {ω4, ω5}.

A.3 Jeux de données synthétiques
Tous les jeux de données synthétiques proviennent des études de Fränti 1. Dans le

but d’évaluer les propriétés de k-means, Fränti et Sieranoja [164] ont créé A-sets, S-
sets et DIM-sets. Les deux premiers permetent d’évaluer la robustesse du modèle par
rapport au nombre de classes. De plus S-sets propose également différents taux de
chevauchement entre les classes. Enfin, DIM-sets offre la possibilité de vérifier la mise
à l’échelle de la méthode, car le nombre de dimensions varie pour un nombre fixe de
classes et d’objets. Plus récemment, Rezaei et Fränti [165] ont créé d’autres données
synthétiques, notamment Asymmetric et Skewed, qui permettent d’évaluer les modèles
face à l’asymétrie des données.

Le tableau A.3 présente les caractéristiques de chaque jeu de données synthétiques :
le nombre de classes c, le nombre d’objets n et le nombre d’attributs nd.

1. https://cs.joensuu.fi/sipu/datasets/
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Figure A.2.2 – Jeux de données prototypes (Etude ECM+).

c n nd

A1 20 3000 2
A3 50 7500 2
S1 15 5000 2
S3 15 5000 2
DIM032 16 1024 32
DIM064 16 1024 64
Asymetric 5 1000 2
Skewed 6 1000 2

Tableau A.3 – Caractéristiques des jeux de données synthétiques.

148



A.4. JEUX DE DONNÉES UCI 149

A.4 Jeux de données UCI
La bibliothèque de l’UCI 2 recense de nombreux jeux de données pour la classifica-

tion non supervisée, la classification et la régression. Dans cette étude, nous avons
retenu les jeux de données pour lesquels appliquer HCM ou ses variantes de k-means
est pertinent. Les jeux de données proviennent de domaines variés, ce qui démontre
l’interdisciplinarité des applications de la classification non supervisée.

Nous listons ci-dessous les neuf jeux de données retenus, par ordre alphabétique :
Algerian forest (AF) [166], Dry bean(DB) [167] , Glass [168], Iris [169], classes I, J,
et L de Letters (IJL) [170], Seeds [171], WDBC [172] , Wifi [173], Wine [174]. Depuis
les travaux de Bilenko et al. [175], il est courant de se restreindre aux lettres les plus
ressemblantes, à savoir I, J et L. Pour le jeu de données Glass, nous utilisons la version
à deux classes, verres flottants ou non, plutôt que la version à sept classes, par type
de verre.

Le tableau A.4 répertorie les caractéristiques des données de l’UCI : le nombre de
classes c, le nombre d’objets n et le nombre d’attributs nd.

c n nd

AG 2 243 10
DB 7 13611 16
Glass 2 214 9
Iris 3 150 4
IJL 3 2263 16
Seed 3 210 7
WDBC 2 569 30
Wifi 4 2000 7
Wine 3 178 13

Tableau A.4 – Caractéristiques des jeux de données de l’UCI.

2. https://archive.ics.uci.edu/
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Dans cette section, nous détaillons les résultats obtenus dans le chapitre 4. Nous
présentons visuellement le partitionnement obtenu par FCM et GK pour les jeux de
données prototypes spécialement conçus pour cette analyse. L’objectif est d’illustrer
l’intérêt de XBMW .

Prototype T1
Commençons par observer le cas T1, les regroupements obtenus par les modèles sont

présentés dans les figures B.0.1a et B.0.1b. Il est évident que GK trouve le bon par-
titionnement, contrairement à FCM. Cependant, XB ainsi que XBMW inquent l’in-
verse, ils suggèrent que la métrique euclidienne est meilleure. Puisque les trois classes
ont la même ellipse, la distance de Wasserstein est réduite à la distance euclidienne,
et XBMW ne prédit pas correctement la meilleure métrique.
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(b) GK.

Figure B.0.1 – Partitionnement flou de T1.

Prototype T2 à T6
Pour les autres jeux de données, nous ne faisons pas de distinction, car pour chacun

d’entre eux, XBMW détermine correctement qu’il est préférable d’utiliser la distance
de Mahalanobis. En témoignent les figures B.0.2-B.0.6, GK retrouve le partitionnement
d’origine.
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Figure B.0.2 – Partitionnement flou de T2.
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Figure B.0.3 – Partitionnement flou de T3.
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Figure B.0.4 – Partitionnement flou de T4.
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Figure B.0.5 – Partitionnement flou de T5.
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Figure B.0.6 – Partitionnement flou de T6.
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