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Résune :

Un nouvel algorithme de classification automatique
bas sur ECM et intituk CECM (Constrained Evidential
c-means) est propésll se fonde sur deux concepts : la
partition cédale reposant sur laéhrie des fonctions de
croyance et la classification sous contraintes. La notion
de partition cedale @réralise celles de partition nette,
floue, probabiliste ou possibiliste. La classification sous
contraintes est une approche qui utilise peu de connais-
sances a priori. Elle est réggenge dans cet article par
des contrainteMust-link et Cannot-linkentre des paires
d’individus. Ce concept permet de diriger I'algorithme
vers une solution et ainsi d’&torer les performances.
Nous introduisons dans ECM laétrique de Mahalano-
bis et nous modifions le cate minimi€ par ECM pour

prendre en compte les contraintes. Les performances sont

illustrées sur plusieurs jeux de ddres.

Mots-clés :

Classification automatique, &brie des fonctions de
croyance, contraintes par paires, classification par
contraintes.

Abstract:

A new clustering algorithm for object data derived
from ECM, called CECM (Constrained Evidential c-
means) is proposed. It is based on two concepts : the cre-
dal partition relying on the theoretical framework of be-
lief functions, and constrained clustering. The notion of
credal partition extends those of hard, probabilisticzfuz
and possibilistic ones. Constrained classification is an ap
proach which uses few additional knowledge udihgst-
link or Cannot-linkconstraints between two points. This
concept enables to direct the algorithm towards a solu-
tion and improves the robustness of the results. We intro-
duce in ECM the Mahalanobis distance and we modify
the criterion minimized by ECM to take into account the
constraints. The performances are illustrated on several
databases.
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1 Introduction

La classification non superée est une
méthode classique d’'analyse de déaea qui
consistea regrouper des individus ou objets en
classes en se fondant uniguement sur une no-
tion de similarie entre leurs descripteurs. Ce-
pendant, il existe de nombreuses applications
pour lesquelles des informations connues ou
peu cditeusesa collecter pourraieritre prises
en compte par l'algorithme de classification
pour permettre une aslioration des &sultats
de la classification. Ainsi Wagstaff [1] a in-
troduit des contraintes gpifiant si deux ob-
jets appartiennent au@me groupe (contrainte
Must-link) ou si deux objets sont d'un groupe
different (contraint&Cannot-link. Ces couples
contraints ontéete étudés et inégies dans de
nombreux algorithmes non supem@sstels que
lesc-moyennes (CM) et les-moyennes floues
(FCM) [2]. lls sont pris en compte de diverses
mankres, le plus souvent en ajoutant un terme
de penali€é dans la fonction objectif de I'algo-
rithme [3, 4], ou en modifiant les distances entre
objetsa I'aide des contraintes [5].

L'algorithme FCM est une &thode associant
a chaque individu des degg d’appartenanca
chacune des classes. Ces ésgl'appartenance
sont rassemBk dans une matrice de partition
floue U = (u;,) calcuke en minimisant une
fonction objectif appropée, ai u;, repesente
la valeur d’appartenance deekémenti a la



classev;,. Les contraintes suivantes doivétte
respectes :

(1)
(2)

L'inconvénient de la rathode est qu’elle abou-
tit parfois & des ésultats contre-intuitifs en
présence de domes bruikes ou aberrantes.
C’est pourquoi certains auteurs ont propos
des algorithmes possibilistes [6, 7] et des al-
gorithmes @éfinis dans le cadre des fonctions
de croyances [8, 9, 10]. Ainsi l'algorithme
ECM [9, 10] permet d’obtenir une partition
credale des dorées, notion qui @réralise
celles des patrtitions nettes, floues, probabilistes

et possibilistes. Dans cet article nous proposons m(Q)

d’ajouter des couples de contraintad’algo-
rithme ECM pour ainsi combiner les avantages
de I'ajout de connaissances a priori et du cadre
des fonctions de croyance. Nousépentons
egalement une formulation de ECM prenant en
compte la distance de Mahalanobis.

L'article est organié comme suit. Dans une
premire partie, nous rappelons les concepts
fondamentaux de la #orie des fonctions de
croyance et son utilisation pour l'algorithme
ECM. Ensuite nouséfinissons un nouvel algo-
rithme bapti€ CECM en écrivant tout d’abord
les contraintes utilises puis la formulation de
la fonction objectif obtenue. Nous proposons
une formulation d’ECM prenant en compte la
distance de Mahalanobis. Lessultats de l'al-
gorithme sont grsenés dans la troigime par-

tie. Enfin, nous concluons sur quelques perspec-

tives du travail.

2 Fonctions de croyance et classifi-
cation

2.1 Théorie des fonctions de croyance
La théorie de Dempster-Shafer [11] (ou

théorie des fonctions de croyance) est utidis
comme un formalisme pour la melisation de

connaissances incertaines. Seuls les principaux
concepts sont rapped dans cette partie.

Consicerons un ensemble fifd = {wy, ..., w.}
appeé cadre de discernement dans lequel une
variabley prend une valeur. La connaissance
partielle de la valeur dg peutétre moélisee
par une fonction de masse de 2 — [0, 1]

verifiant :
Z m(A) = 1.

AcQ)

3)

Les sous-ensemblesde (2 tels quem(A) > 0
sont appdis destlements focaux de:. Ainsi

la quantie m(A) s'interpete comme la quan-
tité de croyance pl@&e dansA et qui ne peut
pasétre affeckea un sous-ensemble de Une
absence totale d’information sur la variabje
est repesenge par la fonction de masse vide :
= 1. A l'inverse, une fonction de masse
peut allouer toute la masse de croyaaes sin-
gleton de? : m({wy}) = 1. Notons que si tous
les éléements focaux sont des singletons alors
m est similairea une distribution de probabi-
lité. Sous I'hypotBse d’'un monde ouvert, une
massen () > 0 repesente la croyance que la
valeur prise pay n’appartient pas {2 [12].

Etant donée une fonction de masse, il est
possible de éfinir une fonction de plausibibt
pl : 22 — [0,1] et une fonction de croyance
bel : 2% — [0,1] :

pl(A)= > m(B) VAcQ, (4
BnA#+J

bel(A) = > m(B) VAcQ. (5
BCA,B#Y

La premere fonction ésigne la quant de
croyance qui pourraitre alloe a A sous
reserve d’informations supgientaires, la se-
conde, le dedr total de croyance ggifique et

justifiee enA. On a:

pl(A) =1 — bel(A). (6)

Quand une écision doitétre prise pour la va-
leur dey, on peut transformer la fonction de



masse en probabiétpignistique[13] :
BetP(w) = Y. % VweQ, (7)

weA

ou |A| repiesente le cardinal dé < Q. Dans le
cas @ m() # 0, une normalisation de: est

nécessaire avant de péxera la transformation
pignistique, par exemple en tragsintm () a

Q[14].

2.2 Partitions floues et cedales

Soient{x; ...x,} des individus dan®” a clas-
ser dans I'ensembl® = {w;...w.} . Chaque
classewy, k € [1;c], est ckfinie par un centre
de coordongesv, € RP. Soit V' la matrice
des centres des classes ; une mattice (u;)
est cefinie commeétant une matrice de parti-
tion floue. L'algorithme FCM [2] recherche les
matricesU etV permettant la minimisation du
critere suivant :

Jrem(U, V) Z Z uzﬁkdzlm

i=1 k=1

(8)

sous les contraintes (1) et (2). Dans (8),
d;; represente la distance euclidienne entre
I'elementx; et le centrev, et 3 > 1 est un
coefficient eglant la duret de la partition. La
fonctionnelle est minimise en alternant I'opti-
misation de la position des centres et I'optimisa-
tion des deg¥s d’appartenance. Plus detdils
peuventtre troues dans l'article [2].

Dans la version @dibiliste dex-moyennes in-
troduite par Masson et Denoeux [9, 10], la ma-
trice de partition floud/ est remplaée par une
matrice de fonctions de mass€&, nomnee par-
tition crédale. Cette derare ¢geréralise les par-
titions nettes, floues et possibilistes. Elle est
constittee de masses de croyandfidies sur
tous les sous-ensembles possibles{d@our
chaque individu. Ainsin,; correspond au degr
de croyance dans le fait que la classexdap-
partienta I'ensembled; < . L'algorithme
cherche de la @me margre que FCM les ma-
trices M etV permettant la minimisation d’un

critére :

Jecem (M, V)

SY Y Ml +252 Mg

=1 Ap#
(9)

sous les contraintes :

2

k/ALSQAr#D

mix + mig =1 Vie|[lin],

(10)
ou m,y repeesente la masse deélement;
affecée a I'ensemble vide. Cet ensemble est
consicere comme une classe de bruit et donc est
traite £paément des autres sous-ensembles. Le
parangetres désigne une distance fixe entre tous
les individus et I'ensemble vide. Un coefficient
suppEmentaire A, |~ aété ajoué pour @naliser
les sous-ensembles €kedont la cardinalié est
importante : 'exposant permet le contile de
cette @nalisation.

Chaque classe; est repesenée comme dans
FCM par un centrey;. Le centre d’'unelement
focal A, <  est calcud comme lisobary-
centre des centres assegiaux classes compo-
santAy :

Vi = |Ak\ Z SikVis (11)
avec ] 4
. 1 slw; € ks
Stk = { 0 sinon (12)

La distance??, entrex; et I'ensemble focal,
est alors éfinie par :
— Vi]%.

dit. = || (13)

3 ECM avec contraintes
3.1 Formulation des contraintes

Consicerons deux objets; et x; décrits par
deux fonctions de masses; et m;. En se
placant dan€?? = Q x Q il est possible de
calculer une fonction de masse quantifiant la
croyance sur 'appartenance conjointe des indi-
vidus x; et x,. Cette fonction de masse et



m;y; S'obtient enétendantm; et m; sur Q2
puis en les combinant [13, 8]. Son expression
est donge par :

mixj(A X B) = ml(A) mj(B) (14)
VA, B QO A# &, B+# .

A partir de m;;, il est possible de calculer
la plausibilié que les objetx; et x; appar-
tiennent ou noma la néme classe. Dang?,
I’évenement &; et x; appartiennen& la méme
classe” est le sous-ensemble ¢ : S =
{(w1,w1), (We,ws), ... (we,we)} €t I'évenement
“X; etx; nappartiennent pa& la méme classe”
est le comg@mentaireS de S dans2?. Les plau-
sibilités correspondantes sont obtenues par :

Plixg(S) = ), mi(A) my(B), (15)
AnB#Q
plzxg(g) = 1—b€li><j(5), (16)
— 1> mi(A) mi(A). (17)
ACQ/|Al=1

Prenons par exemple trois individasclasser

dans deux classes. Supposons que I'on dispose

d’une partition cedale @&finie par le tableau 1.

Tableau 1 — Exemple de partitionectale

A mi(A) me(A) ms(A)
%) 0 0 0
{wi} 1 1 0
{wo} 0 0 1
Q 0 0 0

On deduit de cette partition édale les fonc-
tions de masses suivantes :

mixe({(w,w1)}) =1,
Mix2(A x B) = 0Y(A x B) # ({(w1,w1)}),

(
m1x3({(w17w2)}) =1,
mix3(A x B) = 0Y(A x B) # ({{w1,w2)}).

(18)
Ainsi pour I'exemple on aura :
pl1><2(S) = 1, pl1><2(§) = O,
= 19
pll><3(S) = O, pl1><3<5) = 1. ( )

On remarque gque la plausibditd’avoir les in-

dividus 1 et 2 dans une classe @ifénte est
nulle : une contraintdust-link peut doncatre

établie entre eux. A l'inverse, la plausibditjue

les individus 1 et 3 soient dans |laéme classe
est nulle : une contraint&annot-linkpeut donc
étreétablie entre eux.

A l'inverse, supposons que la partitionediale
est inconnue (cas de l'algorithme ECM), alors
si des contraintes sur les individus sont dispo-
nibles, il est possible de les traduire sous forme
de plausibiliespl;; et de les utiliser pour trou-
ver une partition ddale. Sil'on sait qug; etx;
appartiennend la méme classe (nét(x;, x;) €
M), on imposepl;,;(S) = 0, et si I'on sait
gu’ils appartiennentx des classes défentes
(noté (x;, x;) € C), on fixepl;;(S) = 0.

3.2 Formulation quadratique

Nous proposons donc d'iegrer une pnalié
dans la fonction objectif z¢ ) :

Jepem (M, V') = Jpeu(M, V)
D pli(S) 0 DL pli(S),
(Xi,X;)eM (Xi,X;)eC

(20)
sous les contraintes (10). Le second terme
de I'équation (20) est le ¢a de violer une
contrainteMust-linktandis que le dernier terme
est le c@it de violer une contraint€annot-link
Les coefficients etn permettent de coritter le
compromis entre la fonction objectif de ECM et
le respect des contraintes.

Si I'on fixe g = 2, la minimisation de (20)
par rapporta M est un prok®me quadratique

a contraintes liaires : la convergence de I'al-
gorithme est assae en un temps raisonnable.
La minimisation de (20) par rappaatl” se fait

de la néme marére que dans ECM puisque les
centres n’interviennent pas dans les contraintes.

3.3 Choix des distances

La distanced?, entre l'individu x; et le centre
Vv, est suppose Euclidienne dans la version
de base de ECM. Les classes sont donc sup-



posfeseétre spkriques, cependant I'utilisation
de la distance de Mahalanobis dans le cas
ou les classes sont ellipgtales pourraitetre
intéressante. Chaque classg est assoée a
une ellipse d’orientation et de taille&sgfiques,
définie par une matrice de covariankg. De

ce fait,X = {¥;...%;...%.} correspondi un
nouveau paragtrea optimiser dans la nouvelle
fonction objectifJopcn (M, V, X). Seul le pre-
mier terme de cette fonction utilise les distances
donc lui seul est modii. En supposant que le
volume des ellipses est identique pour chaque
classe [Cx| = 1 pourk = [1;¢]), et en S’ins-
pirant de [15, 4], nous calculons la matrice de
covariance assoggaw, par :

e (ma)? (% — Vi) (X

Z?:l(mil)Q
De la neme margre que le calcul des centres
(11)(12), la matrice de covariance as&aca
A, < Q est calcuke comme la moyenne
poncerée des matrices assées aux classes
composant4y, :

_ Vl)T

X = (21)

_ 1 &
Ek = Slkzl (22)
P
Le calcul des distances;, devient alors :
_ Tl _
&3, = [Sil7 (% — V) TS, (% — V), (23)

4 Expérimentations
4.1 Méthode dévaluation

Dans les expriences &ali€es, nous avons uti-
lisé des jeux de doraes pour lesquelles la par-
tition réelle P est initialement connue : il est
donc possible d@valuer la qualé de la parti-
tion P calcuke par I'algorithme. Soit (respec-
tivement,b) le nombre de couples d’individus
clas®s dans la @me classe (respectivement,
dans des classes difentes) simulta@ment par
P et P. Lindice de Rand permet de mesurer le
dege de concordance global deet P :

2(a+b)

Rand(P, ]3) = m

(24)

4.2 Donrees syntletiques

Pour observer lirgéret d'ajouter des
contraintes, nous avons &r un jeu de
donrees Toys en deux dimensions suppEes
étre constité de deux classes, chacwatant un
meélange de deux lois normales (cf tableau 2 et
figure 1).

Tableau 2 — Construction deys

N Nb objets| classe
o o
(0,0) 100 1
(0,7) 2 0 100 1
(7,0) ( 0 2 ) 100 2
(7,7) 100 2
2 2 éz 222 32
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Figure 1 - Jeu de dogesToys

En utilisant la distance Euclidienne avec= 1

et 42 100, l'algorithme ECM trouve une
frontiere diagonale entre les classes. La direc-
tion de la diagonale (gauche ou droit&pegnd

de linitialisation des centres. Legsultat est
préseng sur la figure 2. Chaque point est affect
a I'element focal de masse la plége\ee. Les
centres sont repsenés par les croix de grande
taille. Apres une transformation pignistique des
fonctions de croyances obtenues par ECM, et
apres l'affectation des individus aux class&s



I'aide probabiligs les plus fortes, nous obtenons
un indice de Rand de 0.56.

12

£

101

o £

Figure 2 — Partition @&dale obtenue par ECM

La distance Euclidienne permet d’obtenir uni-
guement des classes &pigues. Cette distance
n'est pas adapea ce type de dorées. Sil'on
choisit d'utiliser la distance de Mahalanobis en
gardant le parag@trage pecedent, on obtient le
résultat pesené figure 3.

Figure 3 — Partition obtenue avec ECM en uti-
lisant une distance de Mahalanobis

Selon l'initialisation des centres, legsultats

peuventétre deux classes horizontales ou deux
classes verticales, ce qui donne un indice
de Rand soit de 0.5, soit de 1. L'ajout de
contraintes permet de converger vers la solution

désiee. Par exemple, en utilisant seulement 10
contraintes, CECM trouve les classeéssikes,
comme le montre la figure 4.

£

12r

> o x
o £

10

Figure 4 — CECM avec une distance de Maha-
lanobis et 10 contraintes

Notons pour la figure 4 qu’'un segment continu
entre deux points corresporzdune contrainte
Must-link entre deux individus et qu’'un seg-
ment en pointilés a une contraint@annot-link

4.3 Donrees Iris

La base de dorees lIris est une base cou-
ramment emploge dans le cadre de la clas-
sification. Elle est compés de trois classes
repesentant diffrentes eggres d'iris : setosa,
versicolor et virginica. Pour chaque esg, 50
specimens sont obse®s. Les caraéristiques
mesuees sont la longueur et la largeur d’un
sepale ainsi que la longueur et la largeur d’'un
péetale, en cm. Il faut noter qu’'une seule des
classes est lignirement g8parable des autres
classes. De plus les classes ont une distribution
non splérique, nous avons donc choisi d’utili-
ser la distance de Mahalanobis. Les@&xences
sont effectées aveer = 1 etd? = 1000.

Il faut savoir qu’il est possible d’obtenir avec
une connaissance a priori de moins bons
résultats que sans connaissance a priori. C’'est
un probbme reconnu dans le cas de couples
contraints [16]. Les ésultats sont donc sen-
sibles au paragtrage dey etr). Nous supposons



gue~y = 7, C'esta dire que les contraintdgust-
link et Cannot-link ont la néme importance.
Si v etn sont tropélewes, alors le respect des
contraintes gFvaut sur la minimisation des dis-
tances intraclasses. La @&ence de la classifi-
cation peut erétre tes affecke. A l'inverse si
ces coefficients sont trop faibles les contraintes
ne sont pas respéds : I'ajout de contraintes
serait inutile. La figure 5 @sente l'indice de
Rand moyen obtenu sur 100 ésutions avec
selection akatoire de contraintes. Pour per-
mettre une comparaison de diféntes valeurs
des pararatresy et n en fonction du nombre
de contraintes; est divi€ par le nombre de
contraintesMust-link et n par le nombre de
contraintesCannot-link

0.97

0.96

Rand Index
o o o
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Figure 5— CECM : indice de Rand moyen

Ainsi on peut voir que l'ajout progressif
de contraintes agliore logiquement l'indice
de Rand. Des valeurs de coefficieritevees

(v n = ﬁ) entrainent une forte prise
en compte des contraintes par l'algorithme.
Ceci repesente un incordnient quand il existe
peu de contraintes, car elles peuventaisnt
étre en contradiction avec la partition initiale.
Cependant, si il existe un grand nombre de
contraintes, peu de doées non contraintes
sont a classer et l'indice de Rand eslee.
Danslecasoy = n = ﬁ une faible quan-
tité de contraintes produit de borésultats car
les contraintes trop contradictoires avec la par-
tition ne sont pas prises en compte. Cependant,

lorsque la quant# de contraintes augmente,
leur importance relative diminue. Les valeurs
Y = 1 = 55 permettent un bon compromis
entre I'attache aux contraintes et le respect des
distances. Comme dans [4], lessultats sont
d’autant meilleurs que le nombre de contraintes

est fort.

Les figures 6 et 7 j@sentent deuxésultats de
I'algorithme : le premier est sans contraintes
('indice de Rand est 0.90) et le second avec 30
contraintes (I'indice de Rand est 1.00). Chaque
point est affe@ a la classe de maximum de pro-
babilité pignistiquea posériori. Pour une raison
de lisibilite, on ne rep¥sente pas les contraintes.

-3

Figure 6 — ECM

o
T

1k

-4 -3

Figure 7 — CECM : 30 contraintes



Ces figures permettent de visualis@vblution
des ellipses. Notons que la solutiogpend des
contraintes. Par ailleurs, la solution repenge
a la figure 7 est parfaite.

5 Conclusion

Nous avons prop@sdans cet article une nou-
velle methode de classification automatique in-
titulée CECM. Il s’agit d’une extension d’'ECM,
un algorithme de classificati@videntiel. Notre
contribution est double : nous avons pro-
po¥, dune part, une magie d'introduire
des contrainteMust-link et Cannot-link Nous
avons, d’autre part, introduit la @rique de
Mahalanobis dans I'algorithme. Cetteétrique,
plus cerérale que la ratrique Euclidienne,
permet de traiter des classes non &pjues
et de s’adapter automatiguement’ajout de
contraintes.

Des exgeriences onété réaliges pourévaluer
I'impact des paramtres de l'algorithme sur
ses performances. Il esulte qu'un bon pa-
ramétrage é@pend en partie du nombre de
contraintes existantes. Une fois ce pagamage
trouve, l'algorithme produit de bonssultats
compaé a des algorithmes utilisant le &@me
type de contraintes [4]. L'ajout de contraintes
entrdne parfois une diminution des perfor-
mances de la gthode [16]. En effet, une seule
instance de l'algorithme est eguke et cette
instance peugtre, dans le pire des cas, de moins
bonne quali¢é qu’une instance sans contrainte.
De plus, I'obtention d’excellent®sultats exige
un nombre de contraintes important, ce qui
peutétre difficilea obtenir. Une perspective est
donc d'utiliser I'apprentissage actif [3, 16, 4],
c’est a dire de choisir automatiquement, lors
de I'exécution de l'algorithme, les paires de
contraintes paraissant les plus utikeda clas-
sification.
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